In der Raumgeometrie ist vieles viel komplexer und nur
weniges einfacher als in der ebenen Geometrie.

Uber ,regelmiRige” raumliche Polygone*

Prof. Dr. Heinz Schumann
PH Weingarten
Fak. |I, Mathematik
schumann@ph-weingarten.de

40. Fortbildungstagung fur Geometrie
Strobl 8.11 - 10.11. 2019

Felix Austria - felix patria geometriae!

*Ein titelgleicher Aufsatz erscheint in IBDG, 2019, Heft 2



,RegelmaRige“ raumliche Polygone

Ein raumliches Polygon ist ,,regelmafig“ genau dann, wenn
seine Seiten und seine Winkel jeweils einander gleich sind.

MatemaTnueckoe IIpocBemenne 1961, 6, 345-347

9. MMpaBunbubM 7-YyTONLHHKOM (H2 MIOCKOCTH WAM B NPOCTPAHCTRE) Ha-
3bIBACTCA B4AMKHyTas JiOmanasl, COCTOfLLAA W3 71 DABHBIX 3BEHbLEB M Ta-
Kas, 4TO YrAn MEHIYy COCEJHHMH 3BEHLIMH BCE PaBHL Me¥ny coboH.
M3BeCTHO, YTO HA NJIOCKOCTH TPABWIbHBIE 71-YTONBHUKE CYUIECTBYIOT NPH
nmobom 7. Ilpn Kakux 727 CyWleCTBYIOT HCIVIOCKHE NPABWILHBLIE MHOrOYrofb-
HHKH?P

B. H. Aprnoavd (Mockga)
Mathematische Bildung, 1961, 6, 345-347

9. Ein regulires n-Eck (in der Ebene oder im Raum) ist ein
geschlossener Streckenzug aus n gleichen Strecken und gleichen Winkeln
Zwischen jeweils benachbarten Strecken. Es ist bekannt, dass in der Ebene
regelmiliice n-Ecke fiir alle n existieren. Fir welche n existieren nicht
ebene regelmiillige Vielecke?

V. I. Arnold (Moskau)
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Allgemeine Probleme

Klassifikationsproblem

»,Regelmafige*“ 3D-Polygone sind fur eine
bestimmte Eckenanzahl n, n > 3, nach ihren
Symmetrie-Eigenschaften (Deckabbildungs-
gruppen) zu typisieren.

Existenz- und Vollstandigkeitsproblem
Welche und wieviele verschiedene Typen fur
ein bestimmte Eckenanzahl n existieren?

Paramter fur die Form eines Typs isti. A. der
Polygonwinkel.

Problem der Variationsvielfalt

In welchem Bereich variiert der
Polygonwinkel, d. h., welche Vielfalt an
Reprasentanten hat der betreffende Typ?
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Regelmafige raumliche 4-Ecke

Svymmetrie-Eigenschaften
8 Deckabbildungen:

- 3 Geradenspiegelungen
- 2 Ebenenspiegelungen
- eine Drehspiegelung

- Punktspiegelung
-identische Abbildung

Jedes regelmaRige 3D-Viereck
ist voll-symmetrisch.

Parameter oo mit 0° < o < 90° Es gibt nur einen Typ.
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Ein regelmaRiges raumliches Funfeck ist immer planar.

(vermutlich zuerst bewiesen von Grabert 1961, van der Waerden 1970).

Nachtrag zu « Ein Satz dber riiumliche Fiinfecken
(Elemente der Math., Band 25, 5. 73)
Der Satz, der in der oben zitkerten Arbeit bewiesen wurde, lautet: Emm ridnm-
feches Fitnfeck A BCDE, in dem alle Seiten plesch a wnd alle Winkel gleich a sind, ist eben.
Als ich die Separata meiner Arbeit verschickt hatte, erhielt ich nach wenigen

Tagen Briefe von G. Bol (Freiburg(Br.) und H. 5. M. Coxeter !:!:urnntﬂt, die beide
eimen viel cinfacheren Bewers des Satees enthwelten. i geht 0!

Wenn die Seitenlinge @ und der Winkel & gegeben sind, so sind alle Abstande
gwischen den 5 Punkten gegeben, also ist die Figur bis auf eine Bewegung oder Um-
legung bestimmit., Also gibt es eine Bewegung oder Umlegung 5, die die Ecken A BCDE
zyklisch permutiert, Die filnfte Potenz 5% ist die ldentitit, alo ist 5 keine Umlegung,
sondern eine Bewegung, Der Schwerpunkt der 5 Punkte bleibt bei 5 fest, also 15t 5
eine Drehung. Also liegen A BCDE in einer Ebene senkrecht zur Drehungsachse,

B.L. van der Waerden, Zilnch

Aus: ,Elemente der Mathematik‘ 1972, Band 27, S. 63



,Regelmafige“ raumliche 6-Ecke (Beispiele)

Kanten-Hexagone des Wirfels

“
u\ A5

Rechtwinkliges 3D-Hexagon Rechtwinkliges 3D-Hexagon
als Mantelpolygon (Petrie-
Polygon) eines dreieckigen
Antiprismas
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,Regelmafige“ raumliche 6-Ecke (Beispiele)

3D-Hexagone im Wiurfel
I

I J
Billard-Hexagon (Petrie- »ochatz-Hexagon* (Petrie-
Polygon eines dreieckigen Polygon eines dreieckigen
Antiprismas) Antiprismas)
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RegelmaBiges antiprismatisches Hexagon

Parameter o mit 0° < o <120°

Typ 1 ,.regelmafiger raumlicher 6-Ecke
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Dreieckiges Antiprisma mit 12 Symmetrien
Identische Abbildung,

2 Drehungen um eine 3-zahlige Drehachse,

3 Spiegelungen an Ebenen durch diese Drehachse,
3 Drehspiegelungen mit eben dieser Drehachse
(davon ist eine Punktspiegelung),

Spiegelungen an 3 Geraden

(durch die Mitten gegeniiberliegender Seiten).

3D-Polygon ist ist komplett-symmetrisch.
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Typ 1 ,,regelmaRiger” raumlicher 6-Ecke

Typ1 ,Regelmaliiges” Typ1 ,Regelmaliges” Typ1 ,Regelmaliges”
antiprismatische Hexagon  antiprismatische Hexagon antiprismatische Hexagon
mit 0° <a < 60° mit o = 60° mit 60° < o < 120°
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Typen 2.1-2.3 ,,regelmafiger” raumlicher 6-Ecke

Aq

Typ21 0°<a <60° Typ 2.2 o =60° Typ 2.3 60° <a <120°
Symmetrie-Eigenschaften ™ A
o) A4
4 Deckabbildungen: ,\_\/]Z
- eine Geradenspiegelung \\

- 2 Ebenenspiegelungen
-identische Abbildung

As
(eine konkrete Kleinsche A; %
Vierergruppe)

© 2019 Schumann ,,Uber ,regelmiRige‘ raumliche Polygone*



RegelmaRiges prismatisches Hexagon

Parameter oo mit 0° < o <60°

Typ 3 ,, regelmafiger® raumlicher 6-Ecke
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Dreieckiges Prisma mit 12 Symmetrien

|dentische Abbildung,

2 Drehungen um eine 3-zahlige Drehachse,

3 Spiegelungen an Achsen durch Kantenmitten und
Gegenflachenmitten

3 Spiegelungen an Ebenen durch diese Drehachse,

3 Drehspiegelungen

3D-Polygon ist ist komplett-symmetrisch.
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Typ 4 ,,regelmaBiger” raumlicher 6-Ecke

Parameter oo mit 0° < o <60°

Symmetrie-Eigenschaften
4 Deckabbildungen:
- Punktspiegelung

- eine Geradenspiegelung
- eine Ebenenspiegelung
- identische Abbildung

© 2019 Schumann ,,Uber ,regelmiRige‘ raumliche Polygone*



Typ 5 ,,regelmaBiger” raumlicher 6-Ecke
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Eine Auffaltkonstruktion
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Typ 5 ,,regelmaBiger” raumlicher 6-Ecke

As

Symmetrie-Eigenschaften

»°° Nur 2 Deckabbildungen:
S - eine Geradenspiegelung
- identische Abbildung

Schar nur achsensymmetrischer
3D-Sechsecke
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Berechnung der
Eckpunkte eines
axialsymmetrischen
»regelmafBigen®
3D-Sechsecks

As'(-1; 0; 0)

oy

Wegen der Seitengleichheit |A A, | = | A,A;| = |AA/] gilt:
(X-1P+y 22 = (U=xP+ (VoY + (W2 = (u+ 1)+ v+ w2
wegen der Winkelgleichheit folgt mit [A,A;] = [AA,'| = |AA,]:
(u-1)+v2+w?=(x+1)’+y*+z22=(u+ x)>*+ (v+y)+(w-2)>
Daraus ergibt sich folgendes quadratisches Gleichungssystem
fur die Variablen x, y, z, u, v, w:

(x-1)2+y*+22=(u-x)2+ (v-y)*+(w-2)
(U-x)?+(v-yP+(w-z)2=(u+1)>+v:+w?

(u-1P2+v2+w?=(x+1)>+y?+ 22

(x+1)2+y?+22=(u+x)*+ (v+y) +(w-2)>
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Typ 5 ,,regelmaBiger” raumlicher 6-Ecke

L
v Ax2,1,7.0)

A,'(-2, -6, 19/5) .
As'(2, —1,!7.{})

As(2, 6, 19/5)
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Typ 6 ,,regelmaBiger” raumlicher 6-Ecke

Symmetrie-Eigenschaften
4 Deckabbildungen:
- 3 Geradenspiegelungen

- identische Abbildung

(eine weitere konkrete
Kleinsche Vierergruppe)

Parameter oo mit 0° < o <120°
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Typ 6 ,,regelmaRiger” raumlicher 6-Ecke
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,RegelmaBige” raumliche 6-Ecke: Zusammenfassung

.Typ 6 i

Eine Einteilung in genau sechs Symmetrietypen stammt
ursprunglich von Fritz Siegerist/Kusnacht und Karl Wirth/Zurich.



Behauptung

AuBer den vorstehenden 6 Typen
des ,,regelmaRigen” 3D-Sechsecks
gibt es keine weiteren Typen.

Beweis?



Elem. Math. 73 (2018) 37 -43
0013-6018/18/010037-7
DOI 10.4171/EM/349




Eine Anwendung
»2regelmaBiger® 3D-Sechsecke
in der Molekular-Geometrie

I Math Chesn (201K} 56:213-231 @mmm
hietpscAido org/ 10, 100771 0910-017-0759.5

ORIGINAL PAPER

Determining the metric and the symmetry group
of finite point sets in space with an application
to cyclohexane

Karl Wirth'

Recernved: & March 2017 § Adcepled: 7 August 201 T F Poblished online: 22 Augas 2017
i Sprimper Intomatbonal Pubdishing AG 2007

Abstract To examine molecular peometry, we ask two questions: (1) What are the
metric properties of a finite set of points i space, 1.¢., what are the relations of the
distances between the points? (2) What is the symmetry or point group of the point set?
These guestions are answered by applying algebraic and algorithmic tools. Results
from distance geometry are used 10 describe the metric. In combination with a so-
called minimizing algonthm, distance geometry is also used to develop a procedure
that allows generation of the symmetry group without referring (0 geometnic inluition.
The general methods presented here are applied to cyvclohexane, Facilitating & complete
geometncal analysis of all s conformers,

Keywords Molecular geometry - Finite point set - Metric - Symmetry group - Point
group « Distance geometry - Minimizing algorithm - Cyclohexane

Mathematics Subject Classification S1K05 - 68W05 - 20835 - 92E10



,Regelmafige“ raumliche 7-Ecke

SELECTED TOPICS

IN GEOMETRY WITH
CLASSICAL VS. COMPUTER
PROVING

Singapore: World Scientific 2007



,Regelmafiges” rechtwinkliges raumliches 7-Eck

Aﬁ*\rr,
2 .

© 2019 Schumann ,,Uber ,regelmiRige‘ raumliche Polygone*



Eine Veraligemeinerung

o = 60°

Parameter o mit 0° < o £ 90°
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»,Regelmafige*“ raumliche 8-Ecke

A;

sEinfachstes” regelmafiges RegelmiRiges
3D-Achteck (Typ 1) 3D-Achteck als
Petrie-Polygon eines
viereckigen Antiprismas

(Typ 2.1)
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8-Ecktyp 2.2.1:

8-Ecktyp 2.2.2:

8-Ecktyp 2.2.3

8-Ecktyp 2.3.1:

8-Ecktyp 2.3.2:

8-Ecktyp 2.3.3
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Entdeckungsfeld
Gleichseitige bzw. gleichwinklige und regelmaRige 3D-Polygone

auf und in den Johnson-Korpern
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Existenzsatz
Fur jedes k > 3 gibt es ,,regelmalBige* raumliche 2k-Polygone;

RegelmiRige rdumliche 2k-Polygone Typ 1 (k=3, 4, ..., B; Polygonwinkel: 90°)

Il

RegelmilRige raumliche 2k-Polygone Typ 2 (k=3, 4, ..., 8; Polygonwinkel: 80°)
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Fur jedes k > 3 gibt es ,,regelmaBige” raumliche (2k+1)-Polygone.

Von einem regelmafBigen Siebenecke zu verschiedenen Typen
des regelmaBigen (2k+1)-Polygons fur k=3
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Raumliche Polygone, die gleichseitig und
dleichwinklig sind, sehen im Vergleich mit den
ebenen regelmafigen Polygonen meist nicht
.regelmafig“ aus!

Wie ist die bisherige Definition der
,Regelmafigkeit“ raumlicher Polygone also
zu spezifizieren, sodass diese unserer
Anschauung von Regelmaligkeit entspricht?
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Ein raumliches Polygon ist (echt) regelmalig genau
dann, wenn es gleichseitig und eckenaquivalent ist.

Regelmalige 2n-eckige 3D-Polygone (n= 3, 4, 5, ...) als
Eckeniquivalentes, Mantelpolygone von Antiprismen mit regelmaiigen

. kongruenten Grund- und Deckflachen
aber nicht g

seitengleiches
3D-Sechseck

Regelmalige 2n-eckige 3D-Polygone aus Seitenflachen-
Diagonalen gerader n-seitiger Prismen regelmafiger
Grundflache (n = 2k+1, k=1, 2, 3, ...)
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Es gibt keine anderen regelmaRigen 3D-Polygone als
die antiprismatischen und die prismatischen.

Ne ittt uke
MOCRKOBCKOIO YHUBEPCHUTETA
AT Ne 5 -~ 1062 _———————

B A ESPPEMOBHY O.C HIUBAWEHKO

NPABHJIBHBIE MHOTOYTOJIbHHUKH B E~

Efremovic, V. A., und Ju. S. ll'jJasenko
(1962): Regelmaldige Vielecke im E".
Vestnik Moskov. Univ., Ser. | 17, Nr. 5,
18-24
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Schlussbemerkung



In der Raumgeometrie ist vieles viel
komplexer und nur weniges einfacher
als in der ebenen Geometrie.

© 2019 Schumann ,,Uber ,regelmiRige‘ raumliche Polygone*



Epilog

, vergleichen wir die Weite des
bekannten geometrischen Wissens
mit der Oberflache des Ozeans,

so sind dessen Tiefen mit dem noch
unbekannten raumgeometrischen
Wissen vergleichbar."

H. S. 2016
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