
Prof. Dr. Heinz Schumann

PH Weingarten

Fak. II, Mathematik

schumann@ph-weingarten.de

Über „regelmäßige“ räumliche Polygone*

40. Fortbildungstagung für Geometrie 

Strobl 8.11 – 10.11. 2019                                             

Felix Austria - felix patria geometriae!

In der Raumgeometrie ist vieles viel komplexer und nur   

weniges einfacher als in der ebenen Geometrie.

*Ein titelgleicher Aufsatz erscheint in IBDG, 2019, Heft 2



Ein räumliches Polygon ist „regelmäßig“ genau dann, wenn 
seine Seiten und seine Winkel jeweils einander gleich sind.

„Regelmäßige“ räumliche Polygone
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Klassifikationsproblem
„Regelmäßige“ 3D-Polygone sind für eine 
bestimmte Eckenanzahl n, n > 3,  nach ihren 
Symmetrie-Eigenschaften (Deckabbildungs-
gruppen) zu typisieren.

Allgemeine Probleme

Existenz- und Vollständigkeitsproblem
Welche und wieviele verschiedene Typen für 
ein bestimmte Eckenanzahl n existieren?

Paramter für die Form eines Typs ist i. A. der 
Polygonwinkel.

Problem der Variationsvielfalt
In welchem Bereich variiert der 
Polygonwinkel, d. h., welche Vielfalt an 
Repräsentanten hat der betreffende Typ?
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Regelmäßige räumliche 4-Ecke

Parameter α mit 0° < α < 90°

Symmetrie-Eigenschaften

8 Deckabbildungen:

- 3 Geradenspiegelungen

- 2 Ebenenspiegelungen 

- eine Drehspiegelung 

- Punktspiegelung 

-identische Abbildung

Jedes regelmäßige 3D-Viereck 
ist voll-symmetrisch.

Es gibt nur einen Typ.
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Saarland-Polygon



Ein regelmäßiges räumliches Fünfeck ist immer planar. 

(vermutlich zuerst bewiesen von Grabert 1961, van der Waerden 1970).

Aus: ‚Elemente der Mathematik‘ 1972, Band 27, S. 63



„Regelmäßige“ räumliche 6-Ecke (Beispiele)

Rechtwinkliges 3D-Hexagon 
als Mantelpolygon (Petrie-
Polygon) eines dreieckigen 

Antiprismas

Kanten-Hexagone des Würfels

Rechtwinkliges 3D-Hexagon
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„Regelmäßige“ räumliche 6-Ecke (Beispiele)

3D-Hexagone im Würfel

Billard-Hexagon (Petrie-
Polygon eines dreieckigen 

Antiprismas)

„Schatz-Hexagon“ (Petrie-
Polygon eines dreieckigen 

Antiprismas)
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Regelmäßiges antiprismatisches Hexagon

Parameter α mit 0° <  α < 120°

Typ 1 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke
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Typ 1 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke
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Typen 2.1-2.3 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke

Symmetrie-Eigenschaften

4 Deckabbildungen:

- eine Geradenspiegelung

- 2 Ebenenspiegelungen 

-identische Abbildung

(eine konkrete Kleinsche     
Vierergruppe)
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Typ 3 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke

Regelmäßiges prismatisches Hexagon

Parameter α mit 0° <  α < 60°
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Typ 4 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke

Symmetrie-Eigenschaften

4 Deckabbildungen:

- Punktspiegelung

- eine Geradenspiegelung

- eine Ebenenspiegelung

- identische Abbildung

Parameter α mit 0° <  α < 60°
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Typ 5 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke
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Eine Auffaltkonstruktion

© 2019 Schumann „Über ‚regelmäßige‘ räumliche Polygone“



Typ 5 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke

Symmetrie-Eigenschaften

Nur 2 Deckabbildungen:

- eine Geradenspiegelung

- identische Abbildung

Parameter α mit 0° <  α < 120°

Schar nur achsensymmetrischer                   
3D-Sechsecke
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Wegen der Seitengleichheit |A1A2| = | A2A3| = |A3A1'| gilt:
(x - 1)² + y² + z² = (u – x)² + (v – y)² + (w – z)² = (u + 1)² + v² + w²;
wegen der Winkelgleichheit folgt mit |A1A3| = |A2A1'| = |A3A2'|:
(u - 1)² + v² + w² = (x + 1)² + y² + z² = (u + x)² + (v + y)² + (w – z)².
Daraus ergibt sich folgendes quadratisches Gleichungssystem
für die Variablen x, y, z, u, v, w:

(x - 1)² + y² + z² = (u - x)² + (v - y)² + (w - z)
(u - x)² + (v - y)² + (w - z)² = (u + 1)² + v² + w²

(u - 1)² + v² + w² = (x + 1)² + y² + z²
(x + 1)² + y² + z² = (u + x)² + (v + y)² + (w - z)². 

Berechnung der 
Eckpunkte eines 
axialsymmetrischen 
„regelmäßigen“
3D-Sechsecks
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Typ 5 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke
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Typ 6 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke

Symmetrie-Eigenschaften

4 Deckabbildungen:

- 3 Geradenspiegelungen

- identische Abbildung

(eine weitere konkrete 
Kleinsche Vierergruppe)

Parameter α mit 0° <  α < 120°
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Typ 6 „regelmäßiger“ räumlicher 6-Ecke
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„Regelmäßige“ räumliche 6-Ecke: Zusammenfassung

Typ 1 Typ 3 Typ 5

Typ 2 Typ 4 Typ 6

Eine Einteilung in genau sechs Symmetrietypen stammt 
ursprünglich von Fritz Siegerist/Küsnacht und Karl Wirth/Zürich.



Behauptung

Außer den vorstehenden 6 Typen 
des „regelmäßigen“ 3D-Sechsecks 

gibt es keine weiteren Typen.

Beweis?





Eine Anwendung 
„regelmäßiger“ 3D-Sechsecke                                  
in der Molekular-Geometrie



„Regelmäßige“ räumliche 7-Ecke

Singapore: World Scientific 2007



„Regelmäßiges“ rechtwinkliges räumliches 7-Eck
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Eine Verallgemeinerung

Parameter α mit 0° < α ≤ 90°
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„Regelmäßige“ räumliche 8-Ecke
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Entdeckungsfeld
Gleichseitige bzw. gleichwinklige und regelmäßige 3D-Polygone                                                        

auf und in den Johnson-Körpern 
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Existenzsatz

Für jedes k ≥ 3 gibt es „regelmäßige“ räumliche 2k-Polygone;
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Für jedes k ≥ 3 gibt es „regelmäßige“ räumliche (2k+1)-Polygone.
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Räumliche Polygone, die gleichseitig und 
gleichwinklig sind, sehen im Vergleich mit den 
ebenen regelmäßigen Polygonen  meist nicht
„regelmäßig“ aus!  

Wie ist die bisherige Definition der 
„Regelmäßigkeit“ räumlicher Polygone also 
zu spezifizieren, sodass diese unserer 
Anschauung von Regelmäßigkeit entspricht?
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Ein räumliches Polygon ist (echt) regelmäßig genau 
dann, wenn es gleichseitig und eckenäquivalent ist.

Eckenäquivalentes, 
aber nicht 

seitengleiches          
3D-Sechseck

…

…
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Efremovič, V. A., und Ju. S. ll'jašenko

(1962): Regelmäßige Vielecke im En.                      

Vestnik Moskov. Univ., Ser. I 17, Nr. 5, 

18-24

Es gibt keine anderen regelmäßigen 3D-Polygone als 
die antiprismatischen und die prismatischen.
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Schlussbemerkung



In der Raumgeometrie ist vieles viel 
komplexer und nur  weniges einfacher 

als in der ebenen Geometrie.
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Epilog

„Vergleichen wir die Weite des 

bekannten geometrischen Wissens 

mit der Oberfläche des Ozeans,                                         

so sind dessen Tiefen mit dem noch 

unbekannten raumgeometrischen 

Wissen vergleichbar.“

H. S. 2016
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