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Kapitel 1

Einleitung

Bei meiner Suche nach einem Thema fiir die Diplomarbeit bin ich sehr bald auf die
Diskrete Geometrie gestoBen. Sie ist ein interessantes Teilgebiet der Geometrie und
kann sehr gut im Unterricht verwendet werden, da bei sehr vielen Aufgaben kein
mathematisches tiefliegendes Vorwissen vorausgesetzt, aber besonders das logische
Denken trainiert wird.

Die Diskrete Geometrie beschaftigt sich mit Strukturen, bei denen gewisse Teile oder
Eigenschaften rdumlich oder zeitlich periodisch auftreten. Diese Symmetrien kann
man oft in Mustern der Natur entdecken.

Jeder von uns kennt die schonen verschlungenen Friese an den griechischen
Tempeln, die Rosettenfenster in gotischen Kathedralen, die verschiedenen Muster
bei Parkettboden und die beeindruckenden Bilder des M. C. Escher. Weiters treten
solche Muster auch in Kristallstrukturen, in Bewegungsmustern und vor allem in der
Mikrobiologie auf.

Schon friih vermuteten die Menschen hinter auffalligen Formen und Erscheinungen
in der Natur GesetzmaBigkeiten. Sie bemiihten sich, diese GesetzmaBigkeiten zu
verstehen, sie zu theoretisieren, sie zu systematisieren, entsprechende Begriffe zu
definieren und damit Grundannahmen und Satze zu formulieren.

Die Aufgabe der Diskreten Geometrie ist es, die hinter den Mustern steckenden
Ordnungen, die diskontinuierlichen oder diskreten Eigenschaften und Strukturen
zu erkennen und diese auf ihre Brauchbarkeit bei Anwendungen in den
Naturwissenschaften und in der Technik zu priifen.

Die Diskrete Geometrie umfasst viele verschiedene Ansdtze zur Beschreibung
diskontinuierlicher Eigenschaften. Ein wichtiges Teilgebiet sind die diskreten Systeme
von Punktmengen, welche Lagerungen, Uberdeckungen, Packungen, Zerlegungen und
Parkette umfassen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird auf spezielle Packungen namens Polyominos
eingegangen, die das Interesse der Schiiler wecken konnen und die auch in
verschiedenster Art und Weise als Denkspiele Eingang in der Freizeit gefunden haben,
man denke nur an den bekannten SOMA-Wiirfel.

Die Geometrie der Polyominos ist vorwiegend aus [3] und [8] entnommen. Weiters
mchte ich noch auf die Internetadressen verweisen, die sich im Anhang dieser Arbeit
befinden.



Kapitel 2

Polyominos — Spezielle diskrete
Packungen

Ausgehend vom bekannten Dominospiel ergibt sich folgende Problemstellung:
Kongruente Quadrate werden so aneinandergelegt, dass sie sich entlang einer Seite
beriihren. Durch Wiederholung dieses Vorgangs entsteht eine diskrete Packung in
der Ebene mit kongruenten Quadraten. Solche Packungen nennt man Polyominos.
Der Name setzt sich aus der griechischen Vorsilbe fiir die Anzahl der Quadrate und
dem Wortstamm ,,-Omino" zusammen. Der Sammelbegriff Polyominos stammt von
Solomon W. Golomb. Er iibernahm dabei den Wortstamm vom bekannten Wort
,Domino"“.

Definition 2.1 Ein Polyomino oder n-Omino ist eine Figur P, die aus n (n > 1)
kongruenten Quadraten besteht, fiir die gilt:

e je zwei Quadrate haben entweder keinen Punkt oder eine Ecke oder eine Seite
gemeinsam,

e zu je zwei verschiedenen Quadraten @; und Q* aus P gibt es eine Folge
Q1 @ ...Q,—1 Q@* von benachbarten Quadraten aus P.

e P bildet eine einfach zusammenhadngende Punktmenge.

Dabei heiBen zwei Quadrate benachbart, wenn die Menge ihrer gemeinsamen Punkte
eine Seite ist.

Im Folgenden setzen wir o. B. d. A. stets Einheitsquadrate voraus.

Die einfachen Polyominos — das sind alle geometrischen Formen, die man mit weniger
als fiinf Quadraten bilden kann und die der obigen Definition geniigen — werden in
Abbildung 2.1 gezeigt. Sie werden nur bis auf Kongruenz unterschieden.

Bei vielen Problemstellungen ist es allerdings oft noétig, nur eigentliche
(= orientierungserhaltende Bewegungen) fiir das Zur-Deckung-Bringen zuzulassen.
Damit ergeben sich zum Beispiel fiir Tetrominos noch zwei weitere Klassen (siehe
Abbildung 2.2), da sich diese nur durch eine uneigentliche Bewegung ineinander
tiberfiihren lassen. Solche Polyominos werden auch fixierte Polyominos genannt.
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Abbildung 2.1: Die einfachen Polyominos

Abbildung 2.2: Die zwei weiteren Tetrominos

Jedem Polyomino 1aBt sich ein Zusammenhangsgraph zuordnen, indem man jedes
Quadrat aus P als ,,Knoten" und das Benachbartsein zweier Quadrate aus P durch
eine ,Kante" wiedergibt (siehe Abbildung 2.3). Nach der Definition der Polyominos ist
der Zusammenhangsgraph eines Polyominos ein zusammenhangender Graph, das heift
jeder Knoten ist durch wenigstens einen Kantenzug mit jedem anderen verbunden.
Fiir n > 7 kénnen n-Ominos auch Locher besitzen.
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Abbildung 2.3: Zusammenhangsgraphen einiger Polyominos




Kapitel 3

Bestimmung aller moéglicher
Polyominos aus n kongruenten
Quadraten mit n =1, 2, ...

Im Folgenden bezeichnet P(n) die Anzahl der Klassen kongruenter Polyominos, die
sich aus n Quadraten bilden lassen, aslo auch Lcher enthalten knnen.

Fiir n > 2 wird nun ein rekursives Verfahren vorgestellt, das es ermoglicht, mit
Kenntnis aller (n - 1)-Ominos alle n-Ominos zu finden.

Es lasst sich zeigen, dass es zu jedem n-Omino P, (n > 2) ein
(n - 1)-Omino Py und ein Quadrat @ gibt, so dass gilt: P, = P; U Q.

Da der Zusammenhangsgraph von P, ein endlicher zusammenhangender Graph
ist, gibt es nach einem Satz der Graphentheorie stets einen Knoten so, dass
durch Wegnahme dieses Knoten und aller mit ihm inzidierenden Kanten wieder ein
zusammenhéangender (Teil-)Graph entsteht.

Jedes n-Omino l3asst sich also stets durch Hinzufiigen eines Quadrats an ein geeignetes
(n - 1)-Omino bilden.

Geht man davon aus, dass man alle (n - 1)-Ominos kennt, so hat man noch darauf
zu achten, dass man in jedem Arbeitsschritt durch Hinzufiigen eines Quadrats nur je
ein zu den schon vorhandenen n-Ominos nicht kongruentes n-Omino erhalt. Um das
sicherzustellen, geht man folgenderweise vor:

Man zeichnet die Klassen der (n - 1)-Ominos am besten auf
kariertes Papier und nummeriert sie durch. Nun betrachtet man einen
Vertreter P der ersten Klasse und geht systematisch alle moglichen
Lagen eines zusdtzlichen Quadrats @ durch, die zu einem n-Omino
P U Q fiihren. Diese Lagen werden dann mit \ oder e markiert je nachdem,
ob das entsprechende n-Omino zu den bisherigen kongruent ist oder nicht.
Dieses Verfahren wendet man nun bei einem Vertreter der nachsten Klasse der
(n - I)-Ominos erneut an.

Dabei kann natiirlich auch ein n-Omino entstehen, das zu einem n-Omino kongruent
ist, das man in der vorigen Arbeitsstufe beziiglich der i~ten Klasse der (n - 1)-Ominos
erhalten hat. Ist dies der Fall, so beschriftet man diese nicht mehr in Frage kommenden
Lagen von Q in den dazugehdrigen Kastchen mit i (i=1, 2, ...).
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Abbildung 3.1: Bestimmung der Vertreter der Klassen der Pentominos aus den fiinf
Reprasentanten der Tetrominos




Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab und liefert fiir jede
Klasse der n-Ominos einen Vertreter. Die Unterscheidung zwischen Kongruenz und
Nichtkongruenz ist zwar prinzipiell immer moglich, aber mit wachsendem n wird sie

immer aufwendiger.

P(n) konnte bis heute erst bis zu n = 28 exakt berechnen.

In der Tabelle 3 bezeichnet P(n) die Anzahl aller n-Ominos, die keine Lécher besitzen,

diese konnte bis heute nur fiir n < 26 exakt berechnet werden.

n P(n) P(n)
1 1 1
2 1 1
3 2 2
4 5 5
5 12 12
6 35 35
7 108 107
8 369 363
9 1285 1248
10 4 655 4 460
11 17 073 16 094
12 63 600 58 937
13 238 591 217 117
14 901 971 805 475
15 3 426 576 3001 127
16 13 079 255 11 230 003
17 50 107 909 42 161 529
18 192 622 052 158 781 106
19 742 624 232 599 563 893
20 2 870 671 950 2 269 506 062
21 11 123 060 678 8 609 442 688
22 43 191 857 688 32 725 637 373
23 168 047 007 728 124 621 833 354
24 654 999 700 403 475 368 834 568
25 2 557 227 044 764 1 816 103 345 752
26 9 999 088 822 075 6 948 228 104 703
27 39 153 010 938 487 ?
28 153 511 100 594 603 ?

Tabelle 3.1: Anzahl der Polyominos



Kapitel 4

Packungen mit Polyominos

Es gibt eine Unmenge von Beispiele iiber Packungen mit Polyominos, die das Erlernen
von mathematischen Denk- und Arbeitsweisen und die Vorstellungskraft oft auf
spielerische Weise unterstiitzen. Einige der interessantesten sollen im Folgenden
vorgestellt werden.

1 Beispiele fiir Packungen mit Dominos

Bei Betrachtung eines Rechtecks R mit den (positiv) ganzzahligen Seitenlangen
a und b ergibt sich die einfache Frage, welche notwendige und auch hinreichende
Bedingungen fiir a und b gelten miissen, damit eine Packung von R mit Dominos
moglich ist.

Wenn so eine Packung existiert, so muss die MaBzahl a . b des Flacheninhalts von
R eine gerade Zahl sein und somit auch a oder b. Legt man die Dominos mit ihrer
langeren Seite parallel zu einer Rechtecksseite mit einer geradzahligen Lange, so
erkennt man, dass diese Bedingung auch hinreichend ist. Damit gilt der folgende Satz.

Satz 4.1 Ein Rechteck R mit ganzzahligen Seitenlingen a und b besitzt dann und
nur dann eine Packung mit Dominos, wenn a oder b eine gerade Zahl ist.

Entfernt man nun zwei gegeniiberliegende Eck-Einheitsquadrate von R, so erhalt
man eine neue Flache R. Welche notwendige und auch hinreichende Bedingungen fiir
a und b miissen gelten, damit eine Packung von R mit Dominos moglich ist?

Satz 4.2 Die FigurR besitzt genau dann eine Packung mit Dominos, wenn entweder
a oder b eine gerade Zahl ist.



Beweis:  Eine notwendige Bedingung ist, dass a . b - 2 eine gerade Zahl sein muss
und somit auch a oder b.

Die Frage ist nun, ob diese Bedingung auch hinreichend ist. Es gilt zwei Falle zu
unterscheiden:

Fall 1: Entweder 3 oder b ist gerade.

O. B. d. A gelte: 3 = 2mund b = 2n + 1 (mit m, n > 1, ganzzahlig). Zerlegt
man R entsprechend der Abbildung 4.1 in drei Rechtecke mit den Seitenlingen 1 und
b-1=2nbzw.3-2=2(m-1)und 1 bzw. 3-1 =2m- 1und b - 1, so erkennt
man, dass es fiir jedes dieser Rechtecke eine Packung mit Dominos gibt.

Abbildung 4.1: Beweisskizze fiir Satz 4.2

Fall 2: 3 und b sind gerade.

In diesem Fall gibt es keine Packung mit Dominos, wie folgende Uberlegung zeigt:
Man firbt R schachbrettartig weiB und schwarz ein (siche Abbildung 4.2). Die beiden
Quadrate, die entfernt worden sind, wiirden sicher mit derselben Farbe gefarbt werden,
0. B. d. A. mit weiB. Somit besitzt R %b schwarze und ‘%b — 2 weiBe Felder. Damit es
aber eine Packung mit Dominos geben konnte, miisste jeweils die gleiche Anzahl von
Feldern derselben Farbe vorhanden sein, da jedes Domino genau ein weiBes und ein
schwarzes Feld liberdeckt. O

Abbildung 4.2: Schachbrett mit zwei abgeschnittenen Ecken

Die Methode des Einfirbens, die hier verwendet worden ist, ist oft bei
Unmoglichkeitsbeweisen sehr niitzlich, was sich im Laufe dieser Arbeit noch des ofters
zeigen wird.



2 Beispiele fiir Packungen mit Trominos

Trominos sind Polyominos, die aus drei kongruenten Quadraten gebildet werden. Die
beiden Formen werden nach ihrem Aussehen mit | und L bezeichnet.

Es ist klar, dass man ein Rechteck mit den Seitenldngen a und b nur dann mit Trominos
der Form | auslegen kann, wenn entweder a oder b und damit der Flacheninhalt a . b
durch 3 teilbar ist.

Eine interessante Frage ist aber, ob es moglich ist, ein Quadrat mit Seitenldnge
a bei dem ein beliebiges Einheitsquadrat aus der iten Zeile und k-ten Spalte
(1 < i, k < a) freibleiben soll, mit Trominos der Form | auszulegen.

Satz 4.3 Eine Packung eines Quadrats mit Seitenlinge a, bei dem ein beliebiges
Einheitsquadrat aus der i-ten Zeile und k-ten Spalte (1 < i, k < a)
freibleiben soll, mit Trominos der Form | ist nur dann moglich, wenn
Folgendes gilt:

eWenna=3n+1mitn=1,2, ..., dann mussi= k= 1(3) gelten.
oder

eWenna=3n+2mitn=1,2, ..., dann muss i = k = 0(3) gelten.

Beweis: In diesem Fall bedient man sich wieder der Methode des Einfarbens. Das
quadratische Feld wird mit drei Fraben, etwa schwarz (s), rot (r) und weiB (w) wie
folgt zyklisch gefarbt: 1. Zeile:srws ..., 2. Zeiletwsrw ..., 3. Zeile:rwsr ...,
usw. Es gibt drei Falle zu unterscheiden:

Falll1:a=3n+1mitn=1, 2, ...

In diesem Fall gibt es laut Einfarbung gleichviele rote und weiBe Felder, aber ein
schwarzes Feld mehr. Da ein Tromino der Form | immer genau ein schwarzes, ein
weiBes und ein rotes Feld bei einer Packung belegt, so muss das freizubleibende Feld
schwarz sein. Daraus folgt notwendigerweise i = k(3).

Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend, da es zum Beispiel fiir
a =4 und i = k = 2 keine solche Packung gibt. Farbt man das Quadrat
aber in einer anderen zyklischen Reihenfolge wie zuerst, namlich mit

1. Zeile: s r w's ..., 2. Zeile: r w s r ..., 3. Zeile: w s r w
usw., so muss das freie Feld auch wieder schwarz ein. Daraus folgt aber
i + k = 2(3). Fasst man beide Bedingungen zusammen, so ergeben sie die

notwendige Bedingung i = k = 1(3). Abbildung 4.3 zeigt, dass zu dieser Bedingung
wirklich eine Packung existiert.

Abbildung 4.3: Beispiel einer Packung fiir i = k = 1(3)
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Fall2:a=3n+2mitn=1, 2, ...

Farbt man das ganze Feld mit der ersten Einfarbung ein, so gibt es wieder ein
schwarzes Feld mehr als rote und weiBe. Daraus folgt wiederum i = k(3). Farbt
man das Quadrat aber in einer anderen zyklischen Reihenfolge mit der 1. Zeile:
wWsrw ..., 2. Zeile: srws ..., 3. Zeile: r wsr ..., usw., SO muss
das freie Feld auch wieder schwarz ein. Daraus folgt aber i + k = 0(3). Fasst
man beide Bedingungen zusammen, so ergeben sie die notwendige Bedingung
i = k = 0(3). Abbildung 4.4 zeigt, dass zu dieser Bedingung wiederum eine Packung
existiert.

Abbildung 4.4: Beispiel einer Packung fiir i = k = 0(3)

Fall 3:a=3nmitn=1, 2, ...
In diesem Fall ist allgemein keine Packung moglich, da 3 kein Teiler von
a? - 1ist. O

Eine speziellere Frage ist: Welches Feld ist in einem Quadrat mit der Seitenlange
a = 2" (n < 1) freizulassen, damit das Ubrige eine Packung mit Trominos der Form
L besitzt?

Betrachtet man zuerst den Flacheninhalt, so ergibt sich keine Einschrankung, da
3stets @ - 1 =221 -1 = (2"+ 1)(2"- 1) teilt.

Satz 4.4 Wird in einem Quadrat mit der Seitenlinge a = 2" (n < 1) irgendein
Feld ausgespart, dann gibt es fiir die iibrige Figur stets eine Packung mit
Trominos der Form L.

Beweis: Der Beweis wird durch vollstandige Induktion gefiihrt. Fiir n = 1 stimmt der
Satz offensichtlich. Vorausgesetzt, dass die Behauptung auch fiir eine natiirliche Zahl
n = k (> 1) gilt, das heiBt fiir ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 2 gibt es zu
jeder beliebigen Aussparung eines Feldes eine Packung mit Trominos der Form L, so
kann man das Quadrat mit der Seitenlinge a = 2! in vier Teilquadrate mit der
Seitenlinge a = 2% (siehe Abbildung 4.5) zerlegen.

Fy F

Fs F,

Abbildung 4.5: Beweisskizze fiir Satz 4.4
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O. B. d. A. spart man im Teilquadrat F; ein beliebiges Einheitsquadrat aus.
In den iibrigen Teilquadraten F,, F3 und F; bleibt jenes Einheitsquadrat nach
Abbildung 4.5 frei. Laut Voraussetzung gibt es zu jedem iibrig gebliebenen Teil von
F, (i = 1, 2, 3, 4) eine Packung mit Trominos der Form L. Auch
konnen die drei ausgesparten Einheitsquadrate mit einem  Tromino
der Form L iiberdeckt werden. Damit gilt die Behauptung auch fiir
n=k+1 O

3 Beispiele fiir Packungen mit Tetrominos

Tetrominos sind jene Polyominos, die aus vier Einheitsquadraten gebildet werden
konnen. Auch sie werden nach ihren Formen mit |, L, T, Z und O bezeichnet.

Es ist leicht zu erkennen, dass ein Rechteck R mit ganzzahligen Seitenlangen
a und b nur dann eine Packung mit Tetrominos der Form | besitzt, wenn 4|a oder 4|b

gilt.

Welche Bedingungen miissen fiir eine Packung des Rechtecks mit Tetrominos der
Form L gelten?

Satz 4.5 Fiir ein Rechteck R mit ganzzahligen Seitenlangen a und b existiert genau
dann eine Packung mit Tetrominos der Form L, wenn a, b > 2 und 8ab
gilt.

Beweis: Notwendigerweise muss 4|ab und a, b > 2 gelten. O. B. d. A. kann man
2|b voraussetzen. Farbt man das Rechteck nach Abbildung 4.6 ein, so dass jede Zeile
schwarzer Felder die Lange a hat, so erhalt man "7" schwarze und %b weiBe Felder.
Eine mogliche Packung muss aus "’4—" Tetrominos der Form L bestehen. Da jedes
dieser Tetrominos 1 oder 3 schwarze Felder tiberdeckt, muss auch 2| aTb und damit

8|ab gelten.

Abbildung 4.6: Beweisskizze fiir Satz 4.5

Diese Bedingung ist zusammen mit a, b > 2 auch hinreichend, da nun jedes Rechteck,
das sie erfiillt, eine Packung mit den in Abbildung 4.7 abgebildeten Teilen besitzt. O
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Abbildung 4.7: Packungen mit L Tetrominos

4 Beispiele fiir Packungen mit Pentominos

Pentominos sind jene Polyominos, die aus fiinf Einheitsquadraten gebildet werden
konnen. Die zwdlf verschiedenen Formen sind in Abbildung 3.1 zu sehen. Sie werden
wieder nach ihrer Form mit I, L, Y, N, V, P, U, Z, F, T, X und W bezeichnet.

Eine interessante Frage ist, ob man mit den zwdlf verschiedenen Pentominos ein
Rechteck bilden kann, wobei jede Form nur ein Mal vorkommen darf.

Wenn es so eine Packung gibt, so muss das Rechteck genau aus
5 . 12 = 60 Einheitsquadraten bestehen. Solche kleinstmoglichen Packungen
aus einer bestimmten Menge von Objekten nennt man minimale Packungen. Es ist
klar, dass nur folgende Rechtecke mit den Seitenldngen a und b prinzipiell in Frage
kommen:

ea=1 b=060
e a=2 b=30
e a=3,b=20
e a=4 b=15
e a=05 b=12
e a=06 b=10

Offensichtlich kénnen die zwdlf Pentominos nicht zu Rechtecken mit den Seitenlangen
a=1 b= 60 oder a = 2, b = 30 zusammengesetzt werden. Die anderen vier
Moglichkeiten sind die einzigen, bei denen es die gewiinschte Packung gibt.
Abbildung 4.8 zeigt eine Losung fiir ein Rechteck mit a = 3, b = 20, wobei diese bis
auf Drehung des herausgehobenen Teils um 180° nach [3] auch die einzige ist.

Abbildung 4.8: Eine minimale Packung der GroBe a = 3, b = 20
Zwei nichtkongruente Moglichkeiten der Packung des Rechtecks mit a = 4, b = 15

zeigt die Abbildung 4.9. Beim Rechteck mit a = 6, b = 10 gibt es sogar liber 2300
verschiedene Packungen.
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Abbildung 4.9: Zwei Moglichkeiten der minimalen Packung der GroBe a = 4, b = 15

Damit gilt der folgende Satz:

Satz 4.6 Die Rechtecke mit den Seitenlangen

ea =3, b=20
ea=4 b=15
ea =5 b=12
ea =6, b=10

und nur diese gestatten eine minimale Packung mit Pentominos.

Es gibt sehr viele kreative Moglichkeiten, mit Pentominos zu spielen. Eine davon
ist das Problem der Triplikation. Dabei soll eine bestimmte Form des Pentominos in
verdreifachter GroBe aus anderen Pentominos gebildet werden. Die neue Figur enthalt
32 . 5 = 45 Einheitsquadrate und ist somit aus neun Pentominos zu bilden.

Abbildung 4.10: Triplikation des P Pentominos

5 Beispiele fiir Packungen mit Hexominos

Hexominos sind jene Polyominos, die aus sechs Einheitsquadraten gebildet werden
konnen. Nach Tabelle 3.1 gibt es 35 verschiedene Hexominos, welche also insgesamt
eine Flache von 35x6 = 210 Einheitsquadraten bedecken.

Die minimale Packung aus 35 verschiedenen Hexominos kann nur aus einem Rechteck
bestehen, dessen Seitenlangen Primfaktoren von 210 sind. Damit ergeben sich
folgende theoretische Moglichkeiten: 3x70, 5x42, 6x35, 7x30, 10x21, oder 14x15.
Es stellt sich heraus, dass es keine derartige Packung gibt.
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Indirekt: Angenommen es gibt eine minimale Packung, so kann man alle 35 Hexominos
schachbrettartig weill und schwarz einfarben. Insgesamt ergeben sich somit 105 weiBe
und 105 schwarze Einheitsquadrate.

Bei naherer Betrachtung stellt man fest, dass es genau 24 Hexominos gibt, die jeweils
3 weiBe und 3 schwarze Felder, also immer eine ungerade Anzahl, enthalten (siehe
Abbildung 4.11). Sie werden auch ,ungerade” Hexominos genannt. Die restlichen
11 Hexominos bestehen jeweils o. B. d. A. aus 2 schwarzen und 4 weiBen Feldern,
also immer aus einer geraden Anzahl (siehe Abbildung 4.12) und heiBen , gerade"
Hexominos. Somit gibt es eine gerade Anzahl von ,,ungeraden” Hexominos und eine
ungerade Anzahl von , geraden” Hexominos. Damit ergibt sich aber jeweils eine
gerade Gesamtanzahl der weiBen bzw. schwarzen Felder. Das ist ein Widerspruch

zur Vorausetzung.

TS
W,
-

E!-E!
LE-
w

e
-

Abbildung 4.11: Die 24 ,ungeraden” Hexominos

Eine weitere interessante Fragestellung ergibt sich aus der Tatsache, dass ein
Wiirfelnetz aus sechs Quadraten besteht und somit auch ein Hexomino ist. Die Frage
ist nur, welche der 35 Hexominos als Wiirfelnetze interpretiert werden kénnen.

Dieses scheinbar triviale Problem ist aufgrund der vielen Symmetrien im Wiirfel schwer
zu losen. Es gibt es viele verschiedene Moglichkeiten, die Kanten eines Wiirfel zu
trennen, die dennoch das gleiche Hexomino liefern.

Man muss also bei jedem der 35 Hexominos iiberpriifen, ob es sich entlang
seiner Kanten zu einem Wiirfel zusammenfalten lasst. Eine Vereinfachung dieser
Uberpriifung ist die Kennzeichnung jener Quadrate jeweils mit einer Farbe, die sich
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Abbildung 4.12: Die 11 , geraden” Hexominos

im Raum gegeniiberliegen. Es stellt sich heraus, dass genau 11 der 35 Hexominos
Wiirfelnetze darstellen (siehe Abbildung 4.13).

Abbildung 4.13: Die 11 moglichen Wiirfelnetze
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Kapitel 5

Spezielle Fragestellungen

1 Das PATTON-Problem

Eine interessante Aufgabenstellung ist die Ermittlung der Anzahl von Moglichkeiten,
wie eine gegebene Menge von Polyominos eine spezielle Flache ausfiillen konnen.
Diese Aufgabe ist generell zwar sehr schwer zu [6sen, aber in einem speziellen Fall
gibt es eine einfache Antwort.

Beim PATTON-Problem soll folgendes Problem gelost werden: Ein 2xn groBes
Rechteck ist mit Dominos zu pflastern. Wie viele verschiedene Losungen gibt es?

Zwei Losungen heiBen dabei verschieden, wenn sie durch Anwendung einer
involutorischen Bewegung nicht zur Deckung gebracht werden kdnnen.

Abbildung 5.1: Das PATTON-Problem

Losung: Zuerst werden alle 2x n groBen Rechtecke, die aus Dominos gebildet werden,
ohne Riicksicht auf gegenseitige Symmetrien aufgezadhlt. Dabei bezeichnet f; die
Anzahl der verschiedenen Rechtecke vor Anwendung von involutorischen Bewegungen:
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en=1=f=1
en=2=f,=2

e n > 2: Beginnt man an der linken Seite des 2xn groBen Rechtecks, so kann
man mit einem vertikalen Domino beginnen, so dass es dann f,_; verschiedene
Moglichkeiten gibt, das 2x n-Rechteck zu pflastern. Oder man beginnt mit zwei
horizontalen Dominos, so dass es dann noch f,_, verschiedene Mdoglichkeiten
gibt (siehe Abbildung 5.1.

Insgesamt gilt also: f, = f,_; + f,_>

Die Folge mit den Gliedern f; =1, > =2, f, = f,_; + f,_5 fiir n > 2 ist die bekannte
Fibonacci-Folge: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... .

Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci, ging im 13. Jahrhundert von den einfachsten
ganzen Zahlen f, = 0, f; = 1 aus und konstruierte die unendliche Zahlenfolge
fo, f1, fo, ..., f, ... mittels des Bildunggesetzes:

fn+1 = fn + fn—l-

Somit lautet die Fibonacci-Folge im Orginal: 0, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... .

Nun betrachtet man nur jene Rechtecke, die nicht durch eine vertikale Spiegelung
ineinander Ubergefiihrt werden koennen. C,, bezeichne die Anzahl dieser wirklich
unterscheidbaren Losungen fiir ein 2x m-Rechteck. s,, sei die Anzahl der Losungen,
die in sich selbst beziiglich dieser vertikalen Spiegelung symmetrisch sind, dann gilt:

Cp= %(fm +Sm).

Um nun den Wert fiir s,,, bestimmen zu kdnnen, unterscheidet man:

e Gilt m = 2n + 1, so muss eine zu einer vertikalen Spiegelachse symmetrische
Losung ein vertikales Domino in der mittleren Position und beidseitig davon
ein 2x n-Rechteck besitzen. Eine dieser beiden Seiten kann auf f, verschiedene
Moglichkeiten mit Dominos gepflastert werden, wodurch die zweite Seite als
Spiegelbild der ersten auch festgelegt ist. Somit gilt: sp,.; = f,.

1
= Copp1 = §(f2n+1 +fn).

e Gilt m = 2n (n # 1), so schneidet eine vertikalen Spiegelachse entweder
zwei horizontale Dominos oder geht genau zwischen zwei vertikalen Dominos
hindurch. Im ersten Fall gibt es f,_; verschiedene Moglichkeiten, um eines
der 2x(n - I)-Rechtecke zu pflastern, im zweiten Fall £, fiir eines der 2xn-
Rechtecke. Die zweite Halfte ist jeweils wieder als Spiegelbild der ersten
mitbestimmt.

Somit gllt Son = Tp_1 + fn = fn+1-

1
= C2n - §(f2n + fn-i-l)'
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e m = 2 ist ein Sonderfall, da bei diesem Quadrat auch symmetrische Losungen
beziiglich einer 90°-Drehung auftreten. Dadurch reduziert sich C; = 2 auf
C’, = 1, ohne sich aber auf andere Fille auszuwirken.

n Anzahl der verschiedenen 2xn groBen Rechtecke

1 1
2 1
3 2(f+f)=338+1)=2
4 Mfa+f)=35+3)=4
5 I(fs+fH)=218+2)=5
6 T(fe+f) =3(13+5)=9
7 5(fr+1f3) = 5(21 +3) = 12
8 Lfs+fs) =2(34+8) =21
9 L(fo+fs) = 1(55+5) =30

10 1(fi0 + fs) = (89 + 13) = 51

11 T(f11 +fs) = (144 +8) =76

12 T(fio 4+ f7) = 3(234 + 21) = 127

Tabelle 5.1: Anzahl der verschiedenen moglichen Pflasterungen von 2xn groBen
Rechtecken mit Dominos
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2 Satz von GOMORY

Satz 5.1 Werden zwei beliebige Quadrate von verschiedener Farbe aus einem
Schachbrett genommen, so kann die (ibriggebliebene Fliche immer
vollstiandig mit Dominos ausgelegt werden.

Beweis: Fiihrt man zum Beispiel Barrieren nach Abbildung 5.2 auf dem Schachbrett
ein, die von keinem Domino verdeckt werden diirfen, so werden die Dominos in gewisse
Bahnen gezwungen, denen sie folgen miissen. Entfernt man nun zwei verschiedene
Quadrate, so wird der 64 Quadrate lange Rundweg in zwei Stiicke mit gerader
Stiickanzahl zerteilt. Sind die beiden entfernten Quadrate benachbart, so bleibt
natiirlich nur ein Stiick der Lange 62 iibrig. Jedes Stiick aus einer geraden Anzahl von
Quadraten kann nun eindeutig mit Dominos ausgelegt werden. O

Abbildung 5.2: Barrieren nach GOMORY

Das hier verwendete Barrierenmuster ist nur ein Beispiel unter hunderten.
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3 Das Mauer-Problem

Das Mauer-Problem zeigt, dass die Polyominos nicht nur Gegenstand von Denkspielen,
sondern auch fiir praktische Anwendungen wichtig sind. Uberzieht man ein beliebig
groBes Rechteck mit einem orthogonalen Gitternetz mit der Einheitsstrecke als
Gitterbreite, so ergibt sich folgende Frage: Ist es moglich, das Rechteck so mit
Dominos zu belegen, dass jede Gitterlinie des Rechtecks mindestens ein Domino
schneidet?

Interpretiert man nun die Dominos als Ziegelsteine, so stellt eine durchgehende
Gitterlinie eine strukturelle Schwachstelle dar, die vermieden werden soll. Es gibt
unendlich viele Mauerpackungen ohne ,, Bruchlinie®.

Satz 5.2 Die minimale Packung des Mauer-Problems besteht aus 15 Dominos, die
ein 5x 6 groBes Rechteck bilden.

Beweis: Betrachtet man jeweils die Rechtecke mit den ganzzahligen Seitenldngen a
und b, so ergeben sich folgende Ergebnisse, wobei a und b jeweils vertauschbar sind:

e a =1, b= 1: keine Packung mit Dominos moglich
e a=1, b= 2: genau ein Domino

e a =2, b=2:dieses Quadrat besitzt sicher eine Bruchlinie

a = 2, b= 3: dieses Rechteck besitzt bei jeder Packung eine Bruchlinie

e a = 3, b = 3: dieses Quadrat besteht aus 9 Einheitsquadraten und kann somit
nicht mit Dominos ausgelegt werden

e a=3 b=4:
Exemplarisch wird in Abbildung 5.3 fiir das 3x4-Rechteck der kombinatorische
Beweis gefiihrt, wobei mogliche Lagen von Steinen strichliert und notwendige
Lagen mit durchgezogener Linie eingezeichnet werden.

e a=4, b= 4:die analog zum obigem Beweis angefertigten Pflasterungen werden
in Abbildung 5.4 gezeigt

e a = 4, b = b5: die nach obigem Beweis angefertigten Pflasterungen werden in
Abbildung 5.5 gezeigt

e a=0>5, b=75: dieses Quadrat besteht aus 25 Einheitsquadraten und kann somit
nicht mit Dominos ausgelegt werden

e a =5 b = 6: mit diesem Rechteck sind Packungen mit Dominos ohne
Bruchlinien erstmals moglich (siehe Abbildung 5.6) O
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a) |1 Setzt man Stein 1, so ist Stein 2 in dieser Postion notwendig.

2 |

Um keine Bruchlinie zu erhalten, kann der Stein 3 nur mehr wie folgt gesetzt werden:

157 1f-2- 1
2 | 2 | 2

- 1 1 |1 i3
3 ~

Fiir Stein 4 bleiben nur folgende Positionen iibrig:

4 [3] ] L4 4
13 1244 |1 1 1{-*-13

2] 2] 254

Die Steine 5 und 6 konnen nur mehr so positioniert werden, dass eine Bruchlinie
entsteht. = Widerspruch!

b) 211 Setzt man Stein 1, so sind die Postionen fiir Stein 2 und 3 notwendig.
—> Widerspruch!

c) 2 1 3 Setzt man Stein 1, so sind die Postionen fiir Stein 2 und 3 notwendig.
Dadurch konnen die Steine 4, 5 und 6 nur mehr so positioniert werden,
dass eine Bruchlinie entsteht. = Widerspruch!

d) |2 Setzt man Stein 1, so sind die Postionen fiir Stein 2 und 3 notwendig.
% —> Widerspruch!

e) Setzt man Stein 1 , so konnen die restlichen Steine nur mehr so gesetzt
werden, dass eine Bruchlinie entsteht. = Widerspruch!

Abbildung 5.3: Kombinatorischer Beweis des Mauer-Problems anhand eines
3x4-Rechtecks
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Abbildung 5.4: Schema fiir den Beweis des Mauer-Problems bei einem 4x4-Quadrat
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Abbildung 5.5: Schema fiir den Beweis des Mauer-Problems bei einem 4 x5-Rechteck

Abbildung 5.6: Eine minimale Losung des Mauer-Problems
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4 Verallgemeinerung des Mauer-Problems

Satz 5.3 Das kleinste Rechteck, das ohne Bruchlinie mit 1xn groBen n-Ominos
(n > 1) ausgelegt werden kann, ist ein (2n + 1)x (3n)-Rechteck.

Beweis: Man geht von einem beliebigen hx w-Rechteck aus, das man mit Ixn-Ominos
auslegen will.

Es soll h > n gelten, da sonst keine Packung ohne Bruchlinien existiert.
Denn alle horizontal liegenden Ixn-Ominos, die am linken Rand des
hx w-Rechtecks beginnen, wiirden eine solche erzeugen.

Fall 1: h < 2n

In diesem Fall konnen 1Ixn-Ominos sowohl| vertikal als auch horizontal
am linken Rand positioniert werden. Genauer gesagt, muss es genau ein
Ixn-Omino geben, das vertikal liegt. Diese wird im Folgenden mit A bezeichnet.
Nimmt man an, dass A in einer Ecke des hxw-Rechtecks liegt, so betrachtet man
im Folgenden in Abbildung 5.7 nur jenen Teil des Rechtecks, der iiber dem unteren
Pfeil liegt. Die anderen I1x n-Ominos, die den linken Rand beriihren, miissen horizontal
liegen und werden im Folgenden mit B bezeichnet. Rechts neben der Region A kénnten
einige vertikale I1x n-Ominos platziert werden, aber hochstens n - 1 Stiick. Sie werden,
falls sie existieren, mit C bezeichnet.

Abbildung 5.7: Beweisskizze fiir Satz 5.3, h < 2n

Die Region C kann aber nicht bis zum Rand von B reichen, da sonst eine
vertikale Bruchlinie entstehen wiirde. Wird diese Packung bis an den rechten Rand

fortgesetzt, so entsteht eine horizontale Bruchlinie genau in Hohe des oberen Pfeils in
Abbildung 5.7.

Somit miissen rechts von C genau n horizontale Ixn-Ominos in einer Region
D positioniert werden. Da diese Teile liber den rechten Rand von B hinausgehen,
bendtigt man h - n horizontale 1xn-Ominos, die im Folgenden mit E bezeichnet
werden.

Nun konnten wiederum einige vertikale Ixn-Ominos rechts neben D in einer Region
F platziert werden. Fiir F gilt das Gleiche wie fiir die Region C. Somit bendtigt man
n horizontale Ixn-Ominos der Region G rechts neben F.
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Damit ist man aber am Anfang der Uberlegungen angelangt. Wird dieser
zyklischer Prozess in einem Rechteck am rechten Rand beendet, so erhilt
man eine horizontale Bruchlinie in Hohe des oberen Pfeils. Somit kann
h < 2n nicht gelten.

Abbildung 5.8: Beweisskizze fiir Satz 5.3, h = 2n

Fall 2: h = 2n

In diesem Fall gilt die gleiche Argumentation wie im ersten Fall, nur ist die Region
A in einer linken Ecke angebracht. Die Uberlegungen werden in
Abbildung 5.8 grafisch  dargestellt. Es konnen nun sowohl entlang
des unteren als auch entlang des oberen Rand einige vertikale
Ixn-Ominos rechts neben einer Region aus n horizontalen Ixn-Ominos platziert
werden. Analog zum vorigen Fall kdnnen diese vertikalen Teile aber nicht bis zum
Rand der zuvor horizontal gelegten 1xn-Ominos gehen, ohne eine Bruchlinie zu

bilden.
Damit muss h > 2n gelten.
Aus Symmetriegriinden gilt weiters auch: w > 2n.

Im Satz von DE BRUIJN wird im ndchsten Abschnitt gezeigt, dass ein Ixn-Omino
nur dann ein hxw groBes Rechteck auslegen kann, wenn n|h oder n|w gilt.

Das kleinste Vielfache von n, das fiir die weiteren Uberlegungen in Frage kommt, ist
3n und die kleinste noch mogliche ganze Zahl ist 2n + 1.

Somit besitzt die minimale Losung des Problems die Seitenlangen 3nund 2n + 1. O
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5 Satz von DE BRUIJN

Der folgende Satz wurde bereits fiir n = 2, 3, 4 in Kapitel 4 erwdhnt. Im allgemeinen
Fall geht man analog vor.

Satz 5.4 Ein axb groBes Rechteck kann nur dann mit 1xn groBen n-Ominos
ausgelegt werden, wenn n|a oder n|b gilt (mit a, b und n € 7).

Beweis: Fiir den indirekten Beweis dieses Satzes geht man von der Annahme aus, dass
weder a noch bdurch n teilbar sind. Man farbt nun das ax b groBe Rechteck periodisch
mit n verschiedenen Farben, und zwar so dass jede Diagonale von rechts oben nach
links unten einférbig ist (siehe Abbildung 5.9). Durch diese Einfarbung iiberdeckt ein
Ixn groBes n-Omino alle n Farben genau ein Mal, egal an welcher Stelle es positioniert
wird. Das ganze Rechteck kann aber nur dann vollstandig bedeckt werden, wenn alle
n Farben gleich oft vorkommen, das heiBt wenn n|a oder n|b gelten wiirde.

Da aber weder a noch b durch n teilbar ist, dividiert man a und b jeweils durch n und
betrachtet die Reste ' und b mit0 < a"' < n, 0 < b < n.

Spart man nun vom axb-Rechteck ein a'xb'-Rechteck in einer Ecke aus, so ist es
offensichtlich, dass die restliche Flache mit I1xn groBen n-Ominos ausgelegt werden
kann. Das a'xb'-Rechteck kann nur dann vollstandig bedeckt werden, wenn alle n
Farben gleich oft vorkommen. Sei 0. B. d. A. a’ < b', so gibt es in dem reduzierten
Rechteck mindestens eine einfirbige Diagonale der Lange a'. Da diese Farbe nun
im a'xb'-Rechteck zumindest a'-mal vorkommt und alle n Farben dort gleich oft
vorkommen miissen, muss das reduzierte Rechteck mindestens a’' x n Einheitsquadrate

enthalten. Dies ist ein Widerspruch zu b" < n. m|
b

123456[1]2]3]
234561[2(3/4
34561 2[3/4]5
45612 3[4/5/6]
2|56 123 4/5[6/1]
61234 5[6/|1]2

12345 6[123]|],

23456 1|23 4|2
b'

Abbildung 5.9: Beweisskizze fiir Satz 5.4 mit a=8, b =9 und n =6

6 Erweiterung zum Torus

Abbildung 5.10 zeigt die topologische Entstehung eines Torus aus einem Rechteck.
Zuerst erhilt man durch Verkleben (a) der gleichorientierten Ober- und Unterkante
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einen Zylinder. Wird nun noch die linke mit der gleichorientierten rechten Seitenkante
verklebt (b), so entsteht ein Torus.

Abbildung 5.10: Topologische Entstehung eines Torus

Formt man zum Beispiel aus einem 10x 10-Quadrat einen Torus, so ist es unmoglich,
ihn mit 1x4 groBen Rechtecken auszulegen. Der Satz von DE BRUIJN gilt also
weiterhin.

Beweis: Man farbt das Quadrat nach Abbildung 5.11, so sieht man, dass das
1x4 groBe Rechteck immer eine gerade Anzahl von Einheitsquadraten der gleichen
Farbe abdeckt, egal an welcher Stelle des Torusmantels es positioniert wird. Dabei
ist zu bedenken, dass auch Null eine gerade Zahl ist. Da die Summe gerader Zahlen
immer gerade ist, muss auch eine Menge aus 1x4 groBen Rechtecken eine gerade
Anzahl von Einheitsquadraten jeder der vier Farben bedecken. Da aber jede Farbe auf
dem 10x10-Quadrat genau 25-mal vorkommt, ist die geforderte Pflasterung nicht
moglich, selbst wenn das Quadrat als Torusmantel interpretiert wird.

Abbildung 5.11: Satz von BRUIJN fiir einen Torus

Dieser Beweis gilt auch allgemein fiir Torusmantel deren Seitenldngen a und b nicht
durch 4 teilbar sind. Eine Pflasterung mit 1x4 groBen Rechtecken ist weiterhin
unmoglich.
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Verallgemeinert man weiter, so kann ein axb groBen Torusmantel nicht mit
1x k? groBen Rechtecken ausgelegt werden, wenn a und b nicht durch k2 teilbar
sind. Fir k = 2 wurde diese Behauptung schon bewiesen. Im allgemeinen Fall geht
man analog vor: Man firbt das ax b-Rechteck mit k? Farben im gleichen Muster wie
in Abbildung 5.11 ein.

Der Satz von DE BRUIJN gilt allerdings nicht fiir alle 1xn-Rechtecke, die eine
Torusmantelflache pflastern sollen. Solomon W. Golomb fand heraus, dass sich
ein 10x15 groBer Torusmantel mit 1x6-Rechtecken auslegen lasst, obwohl weder
10 noch 15 durch 6 teilbar sind (siehe Abbildung 5.12). Er konnte sogar zeigen,
dass dies ein Beispiel einer minimalen Packung eines axb groBen Torusmantels mit
1x n-Rechtecken ist.

Abbildung 5.12: Ein mit 1x6-Rechtecken gepflasterter 10x15 groBer Torusmantel

7 Verallgemeinerung des Satzes von DE BRUIJN

Satz 5.5 Ein XxY groBes Rechteck (mit X, Y € R) kann nur dann mit
unterschiedlich groBen Rechtecken auslegt werden, wenn zumindest
eine der beiden Seitenlingen ganzzahlig (= ein Vielfaches der
Einheitsstrecke e) ist. Jedes der unterschiedlich groBen Rechtecke in dieser
Packung muss zumindest eine Seite mit einer ganzzahligen Lange besitzen.

Beweis: Im Folgenden bedeutet der Begriff ,, ganzzahlig” immer ein Vielfaches der
jeweilgen Einheitsstrecke.
Zu zeigen ist nun, dass diese neue Aussage den urspriinglichen Satz von
DE BRUIJN impliziert. In die urspriingliche Aussage des Satzes musste Folgendes
gelten: a, bund n € Z7.

Fiihrt man nun eine neue Einheitsstrecke € = n . e ein, so hat das auszufiillende
Rechteck die GréBe 2x 2 und die n-Ominos die GréBe 1x1 (mit 1 = e).
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Insbesonders hat jedes n-Omino eine Seite mit ganzzahliger Lange. Die neue
Formulierung garantiert jetzt, dass zumindest eine der Seitenlangen 2 oder %
ganzzahlig ist. Somit muss aber a oder b (oder beide) ein Vielfaches von n sein.
Dies ist aber die Aussage des Satzes von DE BRUIJN.

Der Beweis des obigen Satzes wird mittels schachbrettartiger Einfarbung gefiihrt.
Die Idee dazu stammt von Prof. Richard H. Rochberg von der Washington University
und Shermann K. Stein von der Univerisity of Californien in Davis.

Beweis: Angenommen ein Xx Y-Rechteck ist bereits vollstandig mit unterschiedlich
groBen Rechtecken ausgelegt, wobei jedes dieser kleineren Rechteck eine Seite mit
ganzzahliger Lange besitzt.

Man farbt nun das Rechteck in der linken unteren Ecke beginnend schachbrettartig
ein, wobei die Quadrate die halbe Einheitslange als Seitenlange besitzen.

Abbildung 5.13: Schachbrettartige Einfarbung des Xx Y-Rechtecks mit der halben
Einheitslange als Gitterbreite

Das fiihrt dazu, dass genau die Halfte der von einem dieser kleineren Rechtecken
bedeckten Flache weiB bzw. schwarz ist, da es zumindest eine Seite mit ganzzahliger
Lange hat.

Da diese Aussage fiir jedes der kleinen Rechtecke gilt und das groBe Xx Y-Rechteck
vollstandig mit ihnen ausgelegt ist, muss auch seine Flache zur Halfte weiB und
schwarz eingefarbt sein.

Nun ist nur noch zu zeigen, dass dies die Aussage beinhaltet, dass zumindest eine
Seite des Xx Y-Rechtecks eine ganzzahlige Seitenlange besitzt.

Indirekt: Angenommen keine der beiden Seitenlangen X und Y'ist ganzzahlig, so kann
man Folgendes sagen:

X' =X-[X mit[X] ist groBtmogliche ganzzahlige Zahl mit [X] < X
analog dazu
V= v-[v)
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Wie aus Abbildung 5.13 klar erkennbar ist, besteht, wenn man das X’x Y"-Rechteck
ausnimmt, die restliche Flache des Xx Y groBen Rechtecks wieder zu gleichen Teilen
aus weiBer und schwarzer Flache.

Angenommen es gilt X" % 0 und Y’ # 0, so kann man nun zeigen, dass das
X'x Y-Rechteck niemals eine Flache abdecken kann, die zu gleichen Teilen weil3

und schwarz ist. Dabei sind vier verschiedene Fille zu unterscheiden (siehe
Abbildung 5.14).

Abbildung 5.14: Die vier verschiedenen Falle fiir das X"x Y-Rechteck

Beweis: Es ist anschaulich klar, dass das X'x Y-Rechteck in den ersten drei Fallen
eine groBere schwarze als weiBe und im vierten Fall eine groBere weiBe als schwarze
Flache bedeckt. Dies kann folgenderweise iiberlegt werden (siehe Abbildung 5.15):

..... Y Y
3 1.Faltung —— _— — e
x| Lox [E. 1-x 1@
2.Faltung

Abbildung 5.15: Beweis fiir den vierten Fall mittels Faltung

Zuerst faltet man das Einheitsquadrat entlang einer Gitterlinie in der halben Hohe
und dann entlang der dazu orthogonalen Gitterlinie in der halben Breite. Bei dieser
Faltung heben einander gleich groBe verschieden gefarbte Flachen auf. Es bleibt eine
schwarz eingefarbte Flache mit dem positiven Flacheninalt (1 - X")(1 - Y") librig. O
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Kapitel 6

Verallgemeinerung der Polyominos

1 Pseudo- und Quasi-n-Ominos

] ][]
[ Djdj HEEN L] L] L) L

—
Hipl

Abbildung 6.1: Pseudo-n-Ominos fiir n =1, 2, 3, 4

1
;
[]
[]
[]

Eine Mdglichkeit den Begriff des Polyominos zu verallgemeinern, ist, die Forderungen
iiber die Menge der gemeinsamen Punkte zweier Einheitquadrate zu lockern. Daraus
ergeben sich zwei weitere Type von Polyominos.

Definition 6.1 Ein Pseudo-Polyomino oder Pseudo-n-Omino ist eine Figur P,
die aus n (n > 1) kongruenten Quadraten besteht, fiir die gilt:
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e je zwei Quadrate haben entweder keinen Punkt oder eine Ecke oder eine Seite
gemeinsam,

e zu je zwei verschiedenen Quadraten @; und Q* aus P gibt es eine Folge
@ Q> ...Q,_1 QF von benachbarten Quadraten aus P.

Dabei heiBen zwei Quadrate benachbart, wenn die Menge ihrer gemeinsamen Punkte
ein Punkt oder eine Seite ist.

Die Pseudo-n-Ominos fiir n = 1, 2, 3, 4 sind in Abbildung 6.1 dargestellt.

Definition 6.2 Ein Quasi-Polyomino oder Quasi-n-Omino ist eine Figur P, die
aus n (n > 1) kongruenten Quadraten einer ebenen Menge besteht, wobei es keine
Einschrankung beziiglich des Zusammenhangs zweier Quadrate gibt.

2 Verwandte der Polyominos in der ebenen
Geometrie

In den bisherigen Uberlegungen bestanden die Polyominos immer aus Quadraten.
Mit ihnen kann die Ebene im Sinne einer reguldren Zerlegung vollstandig ausgelegt
werden, so dass man die Ebene selbst als ein Polyomino bestehend aus unendlich
vielen Quadraten interpretieren kann.

Definition 6.3 Eine Zerlegung P = {T;} in Polygone heiBt regulir, wenn sie normal')
ist und wenn die Fliesen (konvex) reguldr und kongruent sind. Wobei die Polygone T;
als Fliesen der Zerlegung P bezeichnet werden.

Reguldre Zerlegungen der Ebene (in kongruente reguldre Polygone) gibt es nur fiir
Drei-, Vier- und Sechsecke. Somit kann der Begriff des Polyominos folgenderweise
erweitert werden:

Definition 6.4 Ein r-reguldres Polyomino ist eine Figur P, die aus n
(n > 1) kongruenten reguldren r-Ecken (mit r = 3, 4 oder 6) besteht und fiir die die
Bedingungen der Definition des n-Ominos gelten.

Analog zur Namensgebung der Polyominos von Solomon W. Golomb werden die 3-
regularen Polyominos, die aus gleichseitigen Dreiecken gebildet werden, von Thomas
H. O'Beirne als Polydiamanten bezeichnet. Es gibt Diamanten, Triamanten,
Tetriamanten, Pentiamanten, Hexiamanten, ... allgemein n-lamanten.

1) Eine Zerlegung P = {T;} in Polygone heiBt normal, wenn je zwei verschiedene Fliesen entweder
keinen Punkt oder genau eine Ecke oder eine Seite gemeinsam besitzen.
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Abbildung 6.2: Ubersicht iiber die n-lamanten bis n = 4

Polyominos, die aus n kongruenten gleichseitigen rechtwinkeligen Dreiecken gebildet
werden, heiBen in Anlehnung an das Diabolo Polyabolos. Dabei beriihren sich zwei
benachbarte Dreicke immer entlang gleichlanger Seiten.

David Klarner bezeichnete die 6-regularen Polyominos als Polyhex.
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Abbildung 6.3: Ubersicht iiber die Polyhex bis n = 4

Mit Polyiamanten und Polyhex konnen analog zu Polyominos aus Quadraten wieder
verschiedene Verpackungsaufgaben gestellt werden, auf die hier aber nicht mehr
eingegangen wird.
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Kapitel 7

Polyominos im 3-dimensionalen
Raum

Analog zur Ebene dienen im Raum Einheitswiirfel als Grundbausteine fiir die
raumlichen Polyominos, die der Definition der ebenen Polyominos entsprechen, wobei
neben Ecken und Kanten noch Seitenflachen der Wiirfel entsprechend einzubeziehen
sind. Zwei Wiirfel heiBen demnach dann benachbart, wenn sie eine Seitenfliche als
gemeinsame Punktmenge besitzen.
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b

Abbildung 7.1: Ubersicht iiber die raumlichen Polyominos bis auf Kongruenz
(n<4)

Im Raum konnen analog zur Ebene zwei Figuren gleichsinnig oder ungleichsinig
kongruent sein. Eine Figur geht bei einer Spiegelung an einer Ebene in eine zu ihr
ungleichsinnige Figur iiber.

Fiir viele Uberlegungen ist dieses Faktum im Raum relevanter als in der Ebene, in
der man eine ungleichsinnige Kongruenz durch Wenden des Polyominos praktisch
durchfiihren kann. Da dies im Raum aber nicht moglich ist, muss bei raumlichen
Packungen auf Kongruenz und Nichtkongruenz geachtet werden. Betrachtet man nur
gleichsinnig kongruente Polyominos, so gibt es acht raumliche Tetrominos, die in
Abbildung 7.1 gemeinsam mit anderen Polyominos gezeigt werden.
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Anzahl der raumlichen Polyominos
1

1

2

8

29

166
1023
6922
48311
346543
2522522

H O O 00 ~NO O WDN 3

— =

Tabelle 7.1: Anzahl der raumlichen Polyominos bis n = 11

1 Packungen mit rdaumlichen Polyominos

Es gibt sehr viele Problemstellungen mit raumlichen Polyominos, die als Denkspiele
auf unterhaltsame Weise die Schulung des raumlichen Wahrnehmungs-, Vorstellungs-
und Darstellungsvermdgen unterstiitzen konnen.

2 Packung mit den raumlichen Pentominos

Aufgabe: Aus den zwolf rdaumlichen Pentominos soll ein 3x4x5 groBer Quader
zusammengestellt werden.

Am einfachsten lassen sich solche Aufgaben durch Zusammensetzen aus Holz oder
Styropor gebastelten Polyominos I6sen. Eine der vielen verschiedenen Losungen wird
in Abbildung 7.2 gezeigt.

Abbildung 7.2: Konstruktion eines 3x4x5 groBen Quaders aus den 12 rdumichen
Pentominos
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3 SOMA-Wiirfel

Der SOMA-Wiirfel ist wohl die bekannteste Packungsaufgabe mit raumlichen
Polyominos. Er wurde von Danen Piet Hein wahrend einer Vorlesung von Werner
Heisenberg iiber Quantenphysik erfunden.

Aus [2]: ,W3hrend der bekannte deutsche Physiker iiber die Zerlegung eines Raumes
in Wiirfel sprach, glitt durch Piet Heins rege Phantasie der blitzschnelle Einfall des
folgenden eigenartigen geometrischen Satzes. Betrachtet man alle unregelmaBigen
Korper, die aus nicht mehr als vier gleichgroBen und an den Seitenflachen
verbundenen Wiirfeln bestehen, so lassen sich diese Figuren zu einem groBen Wiirfel
zusammensetzen. "

Abbildung 7.3: Der SOMA-Wiirfel

Eine Form heiBt dabei unregelmaBig bzw. nichtregular, wenn sie mindestens eine Ecke
besitzt. Die einfachste nichtregulare Form wird durch drei Wiirfel in der Formation
G (siehe Abbildung 7.4) gebildet. Mit vier Wiirfeln stehen alle raumlichen Tetrominos
ausser den Formen | und O zur Verfiigung. Insgesamt besitzen diese Korper
3 4+ 6 . 4 = 27 Einheitswiirfel und sie lassen sich zu einem 3x3x3 groBen
Wiirfel zusammensetzen. Abbildung 7.3 zeigt eine von insgesamt 11520 verschiedenen
Losungen (siehe Satz 7.2).
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Abbildung 7.4: Die sieben Teile des SOMA-Wiirfels

Nach [4]:
Im Folgenden werden zwei Satze zum SOMA-Wiirfel bewiesen:

Satz 7.1 Es gibt genau 240 nichtisomorphe Lésungen des SOMA-Wiirfels.

Satz 7.2 Es gibt genau 11520 Lésungen des SOMA-Wiirfels.

Dabei gilt:

Definition 7.1 Zwei Losungen S; und S, heien genau dann isomorph, wenn es ein
Produkt von Transformationen (Drehungen und Spiegelungen) derart gibt, dass S;
zum Bild von S, kongruent ist.

Um die Position eines einzelnen Polyominos fixieren zu konnen, nummeriert man die
Einheitswiirfel des 3x3x3-Wiirfel nach Abbildung 7.5 durch, wobei die mittlere und
die unterste Ebene analog zur Deckebene nummeriert werden.

Die Bezeichnung A(23, 25, 26, 27) bedeutet, dass der Teil A aus den Einheitswiirfeln
mit den Nummern 23, 25, 26, 27 besteht. Die Wiirfel 1, 3, 7, 9, 19, 21, 25 und 27
werden Ecken des 3x3x3-Wiirfels genannt.

Angenommen man besitzt schon eine Losung, so kann man folgende notwendigen
Bedingungen fiir die Positionen einiger Polyominos herleiten.
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Abbildung 7.5: Die Nummerierung des SOMA-Wiirfels

Lemma 7.1 Der Teil A beinhaltet 2 Ecken des 3x 3x 3-Wiirfels.

Beweis: Es ist klar ersichtlich,dass

e jedes der Teile B, C, E, F und G hochstens 1 Ecke enthilt,
e D0, 1 oder 2 Ecken beinhaltet,

o A 0 oder 2 Ecken enthalt.
Da der 3x3x3-Wiirfel genau 8 Ecke besitzt, gilt die Behauptung. O
Jener Wiirfel von A bzw. B, der von drei Wiirfel umgeben ist, wird auch zentraler

Wiirfel von A bzw. B genannt.

Lemma 7.2 Der zentrale Wiirfel von B besitzt eine ungerade Nummer.

Beweis: Jedes Paar benachbarter Wiirfel im 3x3x3-Wiirfel besitzt eine gerade und
eine ungerade Nummer. Damit

e hat jedes der Teile C, D, E und F 2 gerade und 2 ungerade Nummern,

e besitzt der Teil G 2 gerade und 1 ungerade oder 1 gerade und 2 ungerade
Nummern,

e hat jedes der Teile A und B 3 gerade und 1 ungerade oder 1 gerade und 3
ungerade Nummern.

Da der 3x3x3-Wiirfel genau 14 ungerade und 13 gerade Nummern besitzt, hat der
zentrale Wiirfel von A genau dann eine gerade Nummer, wenn der zentrale Wiirfel
von B eine ungerade Nummer besitzt. Da aus Lemma 7.1 folgt, dass der zentrale
Wiirfel von A eine gerade Nummer hat, gilt die Behauptung. O

39



Lemma 7.3 Zwei verschiedene Lésungen S; und S,, in denen sich die Teile A und
B jeweils an derselben Position befinden, sind nichtisomorph.

Beweis: Indirekt: Angenommen es gibt Transformationen, die S; in S, transformieren,
dann konnen diese als Produkt hochstens einer Spiegelung und mehrerer Drehungen
dargestellt werden. Deshalb kann sich A nur dann in den Losungen S; und S, in
derselben Position befinden, wenn das Produkt dieser Drehungen die ldentitat ist. Da
sich diese Argumentation auch analog fiir B anwenden lasst, kann in dem Produkt
von Transformationen keine Spiegelung vorkommen. Damit ist das Produkt aber die
Identitat und die beiden Losungen S; in S, stimmen im Widerspruch zur Annahme
iiberein. O

BEWEIS FUR SATZ 7.2:

1. Jede der 240 nichtisomorphen Losungen des SOMA-Wiirfels kann eindeutig in
ihre Normalform ( zum Beispiel A(1, 2, 3, 11) und B enthilt keinen der Wiirfel 3,
6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27) transformiert werden. A(1, 2, 3, 11) kann man allein
durch Drehungen erhalten. Erfiillt B die gestellte Forderung nicht, so spiegelt
man die gedrehte Lésung an der Symmetrieebene von A. Nach Lemma 7.3
ist das Produkt dieser Drehungen und der eventuell erforderlichen Spiegelung
eindeutig.

2. Ausgehend von einer Losung des Wiirfels in Normalform kann man durch
Drehung 24 verschiedene Losungen erhalten. Fiir jede dieser Losungen gibt es
durch Spiegelung zwei mogliche Positionen fiir B, das heiBt insgesamt gibt es 48
verschiedene Losungen. Es ist klar, dass keine zwei dieser Losungen diegleiche
Herleitung besitzen. Da es nach Satz 7.1 genau 240 nichtisomorphe Ldsungen
des SOMA-Wiirfels gibt, ergeben sich insgesamt 240 . 48 = 11520 verschiedene
Losungen. O

BEWEIS FUR SATZ 7.1:

Bei den vorangegangenen Uberlegungen ist man davon ausgegangen, dass
A(1, 2, 3, 11) und B keinen der Wiirfel 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27 enthilt.
Die zwolf moglichen Positionen fiir B werden in Tabelle 7.2 aufgelistet. Nun kann
man weiters bei jeder Kombination von A und B alle moglichen Positionen von
C und D und den anderen Teilen bestimmen. Diese aufwendige Arbeit fiihrte
H.-H. Larisch 1979 in seiner Diplomarbeit auf fast 100 Seiten durch. Das Ergebnis
fir die Anzahl der nichtisomorphen Losungen bei jeweiliger Position von B ist in
Tabelle 7.2 angegeben. O
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Nr. Position von B Anzahl der Losungen
1 4, 5,8, 14 4
2 4,7,8, 16 53
3  4,13,14,16 6
4 4,10, 13, 14 11
5 10, 13, 14, 22 4
6 13, 14, 16, 22 2
7 8, 14,16, 17 5
8 14,16, 17, 26 0
9 10, 19, 20, 22 93

10 14, 20, 22, 23 3

11 14,22, 23, 26 2

12 16, 22, 25, 26 57

240

Tabelle 7.2: Anzahl der nichtisomorphen Ldsungen
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