Was Du ererbt von Deinen Vatern,

erwirb es, um es zu besitzen.
J. W. v. Goethe

Tetraedergeometrie
in elementarer Behandlung

Prof. Dr. Heinz Schumann
PH Weingarten
Fak. Il, Mathematik
schumann@ph-weingarten.de

31. Fortbildungstagung flr Geometrie

7. bis 11. November 2010
Bundesinstitut fur Erwachsenenbildung
St. Wolfgang




Inhalt

1. EinfUhrung

2. Tetraedergeometrie in elementarer Behandlung
-vom Dreieck zum Tetraeder

3. Schlussbemerkungen




1. EinfUhrung




Raumgeometrisches Wissen ist von Bedeutung
fir das Verstehen und Modellieren des , Raumes
als ein wesentliches Medium des Menschen.

Grunde far den Mangel an Raumgeometrie im
allgemeinbildenden Geometrie-Unterricht in D:

- Fehlende bzw. schwierige Darstellungsmaglichkeiten fur
Raumgeometrie mit traditionellen Medien.

- Traditionelle Einteilung der Geometrie nach den Euklids
Elementen in ebene Geometrie (Buch I-VI) und raumliche
Geometrie (Buch XI-XIII).

- Angehenden Lehrpersonen haben selbst fast keine
raumgeometrische , Sozialisierung” in der Schule erfahren.
- Inhalte der Geometrievorlesung fir das Lehramt im
Wesentlichen auf ebene Geometrie oder n-dimensionale
Geometrie beschrankt, falls es tberhaupt eine solche
Veranstaltung gibt.

- Geometrisches Beweisen findet selten statt.




Uber den Verlust raumgeometrischer Qualifikation (Beispiel 1)

Jedes ,Netz' kann zu héchstens einem I
konvexen Polyeder aufgefaltet werden. Falsch!
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Uber den Verlust raumgeometrischer Qualifikation (Beispiel 2)

Was ist ein Tetraeder?

- Mathematik, KI.9 (Bayern), S.168:

"Eine Pyramide, die von vier gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird,
heil3t Tetraeder."

- C.C. Buchner, delta 9, S.178:

"... gerade dreiseitige Pyramide mit lauter gleich langen Kanten ... "

- Cornelsen, Fokus Mathematik 9, S.65:
"Eine dreiseitige Pyramide mit gleichlangen Kanten heil3t Tetraeder."

- neuer Lambacher Schweizer KI.5 (Klett-Verlag), S.85:
"Eine Dreieckspyramide, bei der alle Kanten gleich lang sind, heil3t
Tetraeder."

Also: Ein Tetraeder (Vierflachner) mit gleichlangen Kanten
heil3t Tetraeder !!!




Uber den Verlust raumgeometrischer Qualifikation (Beispiel 3)

el N

1

(Tt B

Warum es nur fiinf platonische Korper gibt
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Kannst du dich noch an die platonischen Kérper erinnern? Das sind die Kor- |
per, die von gleichen regelmifigen Vielecken begrenzt werden. E
An jeder Ecke des Korpers stofien die Ecken der Begrenzungsflachen zusam- |
men. Damit sich ein Korper ergibt, miissen mindestens drei Vielecke zusam- |
menstofien. Auflerdem muss die Summe der aneinander stofenden Winkel /
Kleiner als 360° sein, da man sonst kein riumliches Gebilde erhilt. Deshalb i
gibt es auch keine platonischen Korper aus Sechsecken. Drei Sechseckwinkel E
1
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ergeben némlich schon 360°. Man kann also drei, vier oder fiinf gleichseitige

Direiecke aneinander stoRen lassen (Tetraeder, Oktaeder und IKosaeder), oder
drei Quadrate (Wiirfel) oder drei regelmifiige Fiinfecke (Dodekaeder). Andere

Méglichkeiten gibt es nichf,
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Felix Klein (1849 - 1925)

» Elementar mathematik vom hoheren
Sandpunkte aus‘ 2. Band, Geometrie,
1. Aufl. 1909

,ES ist namlich von altersher auf der Schule wie auf der
Universitat Ublich, erst die Geometrie der Ebene und dann
ganz abgesondert davon die des Raumes zu behandeln;
dabei kommt die Raumgeometrie aber leider oft zu kurz,
und das edle Organ der Raumanschauung, das wir von
Hause aus besitzen, verkiimmert. Demgegeniber wollen
die ,Fusionisten” von vornherein Ebene und Raum
gleichzeitig nebeneinander behandeln, um unser
Denken nicht erst kinstlich auf zwei Dimensionen zu
beschranken.”

Aus. , Einleitung'




i F=20,09 cm®
i u=2538 cm
1 o4

Es gilt: Unter allen Dreiecken gleicher Basis und
Hohe hat das gleichschenklige kleinsten Umfang.




Analogisierung 1. Art

Welches unter den Tetraedern gleicher Basis
und gleicher HOhe hat kleinste Oberflache?
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VvV =13338 (:m:’2

Omin = 75,40 em

Unter den Tetraedern gleicher Basis und gleicher H6he
hat das Tetraeder kleinste Oberflache, dessen Ful3punkt
der H6he durch die Spitze der Mittelpunkt des Basis-
Inkreises ist.
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Analogisierung 2. Art

V=57,"71 ci®
0=161,73 cm®

Welches unter den (volumengleichen) Tetraedern mit vorgegebenen
Gegenkanten-Langen auf windschiefen Geraden hat keinste Ober-
flache? (Elementarer Beweis?)
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Satz (Steiner): Zwei Tetraeder, welche
zwei Gegenkanten vorgegebener
Langen besitzen, die jeweils auf zwei
gegebenen windschiefen Geraden
liegen, haben gleiches Volumen.
(Hllustration in Abbildung 1 mit den
Tetraedern ABCD und A’B'C’D’, fur die
|JAC| = |A’C’| und |BD| = |B'D|.)
Beweis: Die Dreiecke ACD und
AC’D’ sind flachengleich, da sie in
derselben Ebene liegen und
gleiche Grundseite und Hohe
besitzen (Abb. 2). Somit sind die
Tetraeder ABCD und ABC'D’
volumengleich. Entsprechend .
sind die Dreiecke C'’AB und C'A’'B’ .
flachengleich (Abb. 3) und somit
sind auch die Tetraeder CD’'AB  ~
und C’'D’A’B’ volumengleich.
Folglich sind die Tetraeder ABCD
und A’'B’C’D’ volumengleich.
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Omin=11528 cm?
V=4513 cm?

Unter den volumengleichen Tetraedern mit vorgegebenen
Gegenkanten-Langen auf windschiefen Geraden hat das zum
Gemeinlot dieser Geraden symmetrische minimale Oberflache.
(Elementarer Beweis?)




Ebene und Raum gemeinsam behandeln
durch rdumliches Analogisieren von

- Begriffen
Konstruktionen
Berechnungen
Satzen
Beweisen
der Dreiecksgeometrie.

Von der Dreiecksgeometrie
zur Tetraedergeometrie!
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Ebene Geometrie analogisieren mit Cabri 3D
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Analogiebildung: Phasen

Man unterscheidet zwei Schritte bzw. zwei Phasen
bei der Analogiebildung:

1. Das Bilden der Analogie durch Vergleichen von Objekten,
Relationen und Eigenschaften und das Herausfinden von
Entsprechungen und schliel3lich das Formulieren der durch
Analogie gewonnenen Vermutung. (,Phanomenlogische
Phase")

2. Der Nachweis der Gultigkeit der durch Analogiebetrachtung
entdeckten Aussage. Dabei konnen eventuell wieder
Analogiebildungen der Auffindung von Argumenten fur die
Richtigkeit der Analogie dienen. (,Begriundungsphase”)

Man spricht von einer ,,geklarten* Analogie, wenn auch der
zweite Schritt ausgefuhrt worden ist.
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2. Tetraedergeometrie
In elementarer Behandlung

-vom Dreieck zum Tetraeder
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Geometriedidaktische Aufgabe

Entwicklung der elementaren Tetraeder-
geometrie, ausgehend von der Dreiecks-
geometrie, die

,wesentliche' Begriffe, Satze und Beweise

der Tetraedergeometrie enthalt.

Adressaten

Studierende fur das Lehramt,

Lehrer u. Lehrerinnen,

Schuler/Schulerinnen der oberen S | und der SlI,
Dozenten
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Was helfdt hier ?

- Einzelthemen moglichst wahlweise behandelbar
- Lokal-deduktives Vorgehen, keine Axiomatik

- Einfache raumliche Aussagen kdnnen voraus-
gesetzt werden. Keine Beweise fir evidente
Aussagen!

- Vor allem synthetische Beweise, wenige vektorielle
Beweise

- Beweise auf dem in der Elementargeometrie
ublichen Strengeniveau

- Beweise benutzen raumlichen Beweisfiguren
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Elemente der Stereometrie
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Probleme beim raumgeometrischen Beweisen

Es bestehen Méangel

-bei der Raumvorstellung

-bei der Konstruktion raumlicher Beweisfiguren
-bei planimetrischem und stereometrischem Vorwissen
-im generellen Umgang mit Beweisen
- bei der Erfassung komplexer Zusammenhénge
(auch erheblicher Formulierungsaufwand

fur die Beschreibung rdumlicher Sachverhalte !)

- beim Geometrie-Lernen durch verstehendes Nachvollziehen
von Beweisen.

24



Legitimation des raumgeometrischen Beweisens

Erkenntnistheoretische Begrindungen

- Allgemeingultige Sicherung der durch Exploration
gefundenen raumgeometrischen Erkenntnisse

(Antwort auf die Frage nach der Gultigkeit)

- Intersubjektive Erklarung fur raumgeometrische Erkenntnisse
(Antwort auf die Frage nach dem ,Warum?*)

Curriculare Begrundungen

- Lernen mathematisch zu argumentieren

als allgemeine mathematische Kompetenz

Dazu gehoért: Fragen stellen, die fur die Mathematik charakteristisch sind
(,Gibt es ...?", ,Wie verandert sich...?", ,Ist das immer so ...7?")
und Vermutungen begrindet aul3ern,

mathematische Argumentationen entwickeln

(wie Erlauterungen, Begriindungen, Beweise),

Lésungswege beschreiben und begrinden.

- Ebene Geometrie anwenden,

- Heuristische Strategie des ,Analogisierens” tben,

- Raumvorstellung trainieren.
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Idealtypische Beweisarten

- Synthetisch-geometrische Beweise
- Analytisch-geometrische Beweise
(koordinatengeometrische und vektorielle Beweise)
- Konstruktionsbeweise
- Berechnungsbeweise
(inkl. Beweise von und mittels Ungleichungen)
- Abbildungsbeweise

Je algebraischer, desto weniger anschaulicher ist ein geometrischer
Beweis.

Der raumgeometrischen Beweisfigur kommt eine zentrale Stellung zu!
Adaquate Beweisfiguren werden mittels Interaktiver Dynamischer
Raumgeometrie-Systeme im virtuellen Raum konstruiert.
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Tetraedergeometrie in elementarer Behandlung
-vom Dreieck zum Tetraeder

1. Besondere Tetraeder
1.1
1.2
1.3
1.4

2. Beliebige Tetraeder

2.1

2.2

2.3

2.4

25

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12 Verschiedenes

3. Besondere Tetraeder (Fortsetzung)
3.1
3.2
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3. Schlussbemerkungen
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Mehr als 85 Prozeni des Raums lassen sich mitderweile mit Tetragdern fiillen, Girafiken Kaiser

Kann man den Raum mit regelmaligen Tetraedern lickenlos fullen?
Naturlich nicht! Aber wie maximal dicht?
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Das raumliche Analogisieren von Satzen und
Beweisen der Dreiecksgeometrie eroffnet fur
Schiler/-innen, Studenten/-innen und Lehrer/-
innen ein weites Feld raumgeometrischen

Arbeitens.
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Prognose

Unter dem Eindruck beschrankter unterrichtlicher Zeitressourcen und der
Schwerpunktsetzung auf Prifungen durch Tests und der damit
verbundenen Reduktion anspruchsvollerer Inhalte des Mathematik-
unterrichts, ist eine Integration neuer Raumgeometrie-Themen, selbst
durch intuitiv nutzbare dynamische Raumgeometrie-Systeme, nicht zu
erwarten.

Allenfalls kdnnen raumgeometrische Themen wie die Tetraedergeometrie
Verwendung finden in

- Schulcurricula

- Projekten

- individualisierten Leistungstberpriufungen

- Facharbeiten, ...

oder bei extra-curricularen Aktivitaten.
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Danke fur Ihre Aufmerksamkeit!
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