Deltoeder, Trapezoeder und
andere ungewohnliche Polyeder

Gunter Welss
(TU Dresden & TU Wien)

38. Fortbildungstagung Geometrie
Beitrage zum zeitgemalden, kompetenzorientierten Geometrie-Unterricht

Strobl (Osterreich) 9.-11. November 2017
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,Sonne, Monde, Wandelsterne”

IBDG Aufgabenecke 2013/2 Alexander Heinz, IBDG Heft 2/2013

Aufgabe 15.3 Losung Heft 1/2014

Aufgabe 15.3 - schwierig

Ein Deltoid-Ikositetraeder wird von 24 kongru-
enten Deltoiden begrenzt:

a. Wie kann man bei einer konventionellen Kon-
struktion des Polyeders vorgehen?

b. Was ist bei einer Modellierung des Objektes zu
beachten?

c. Bei einer Modellierung als Stabmodell werden
Uberlegungen aus den beiden vorangehenden
Teilaufgaben einflieBen.

... und was sagt Wikipedia uber ,,Deltoeder* ?
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b. Modellierung

Zur Modellierung gibt es mehrere Uberlegungen.
Man kann etwa den ersten Neigungswinkel « der
Seitenhdhe h, bestimmen:

h _tan67,5°
tang = — = —on2L

= " cos22,5
Daraus folgt

@ =atn = 69,06°

—_—
sin22,5°
Dreht man ein geeignetes ,Werkzeug" zweimal um
120° um d, erhalt man durch Differenzbildung aus
einem Grundwirfel die gewtinschte Figur.

Die Fassetten der Gesamtfigur liegen auf den Sei-

von sechs ai

achtseitigen Pyramiden. Wenn das verwendete

dellier die
fehlerfrei bewaltigt, kommt man mit der Durch-

i i von drei D Y schnell
ans Ziel:

Grund-, Auf- und Kreuzriss der Doppelpyramiden

Nach einer anderen Uberlegung - hier nicht weiter
erlautert - kdnnte man auch durch Durchschnitts-
bildung von sechs quadratischen Pyramiden ge-
eigneter GroBe (oder drei Doppelpyramiden) zum
Ziel kommen.

<. Stabmodell

Das Polyeder hat 18 kongruente regelmaBige vier-
zahlige Ecken (z. B. bei A) und 8 kongruente re-
gelmaBige dreizéhlige Ecken (2. B. bei E). Die Re-
gelmaBigkeit der dreizahligen Ecken ist Gberhaupt
sehr leicht einzusehen, jene der vierzahligen geht
aus den Uberlegungen zu a. und b. hervor:

Ebenso ist zu erkennen, dass es zwei Klassen von
Kanten, d. h. Staben - zu den vierzahligen bzw. zu
den dreizahligen Ecken gehérig - gibt. Ein Vertre-
ter der einen Klasse (in der Abbildung griin) kann
durch Rechtwinkelkeile (bzw. quadratische Pris-
men) zurecht ,geschnitzt" werden, einer der zwei-
ten Klasse (in der Abbildung blau) zusatzlich durch
einen 120°-Keil (bzw. ein regelmaBiges sechskan-
:,ig“es Prisma), dessen Kante in der Raumdiagonale
egt.

15

Abb. 7: Mond und Merkur (Sternwarte Recklinghausen)

steuerbar sein. Beim unmittelbaren Vorbeiflug
an einem Himmelskérper sind in kurzer Zeit sehr
viele Bilder zu machen, die langen Zeitraume von
einem Himmelskorper zum nachsten dienen vor-
rangig der Datenlbertragung. Das setzt enorme
Speicherkapazitaten voraus.

Abb. 8: Mars (Sternwarte Recklinghausen)

Datenverarbeitung
Um aus den Rohdaten ansehnliche Bilder zu erhal-
ten, muss eine Vielzahl von Farbfilteraufnahmen
zu einem Bild verarbeitet werden. Es benétigt viele
Bilder, um die Oberfldche eines Himmelskorpers
vollsténdig abbilden zu kénnen. Diese missen
richtig zusammengesetzt, entzerrt und verein-
heitlicht werden. Hierzu gehéren Retuschen, die
z. B. Wolken (und auf der Erde ggf. auch die Ve-
getation) aus dem Bild nehmen lassen. Die Hellig-
keit der Aufnahmen muss dem Bereich

Bildinterpretation
Mit Hilfe der Bild- und anderer Messdaten kann
man auf die it der Himmel:

korper schlieBen. Zu den augenfalligsten Erschei-
nungen gehdren Einschlagskrater und Wolken.
Besonders eindrucksvoll sind die Wolkenstirme
des Jupiter. Daneben finden sich bei einigen Him-
melskdrpern Beispiele starker vulkanischer Ak-
tivitdten und tektonische Verwerfungen, die auf
enorme Gezeitenkrafte schlieBen lassen.

Abb. 10; Saturn (Sternwarte Recklinghausen)

Abb. 11: Neptun und Uranus (Sternwarte Reckiinghausen)

Bastelbogen
Der letzte Schritt zur Konstruktion von brauch-
baren Bastelbogen erfordert noch folgende Uber-
legungen:
Fir ein einheitliches raumliches Modell kommen

werden, der fUr den Betrachter sichtbar ist. Durch
Falschfarben kénnen bestimmte Strukturen bes-
ser sichtbar gemacht werden, oder ganz einfach
Bilder erzeugt werden, die einen &sthetischen Reiz
haben.

Abb. 9: Jupiter und seine vier groBten Monde (Sternwar-
te Recklinghausen)

30

aus der Fillle Formen nur
die hochsymmetrischen reguldren und halbregu-
laren Polyeder infrage. Das Ikoseader bietet sich
daf(r in erster Linie an, weil es die hochstmdgliche
Zahl einheitlicher Flachen besitzt und darum der

eF 5,

ner-Abwickiung

Abb. 12: Erde auf Deltoi

Im Folgenden: Zunachst eine ,klassische® HinfUhrung zum Thema.
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Eigenschaften

geschlossen Regulare
Eckenfiguren
konvex (1 Typus)
J duales gleichlange
Polyeder Kanten
regulare
3 Umkugel Facetten
(1 Typus)

3 Kantenkugel

3 Inkugel

»oymmetriegruppe*
= Gruppe automorpher
Kongruenzen
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Verallgemeinerung (Weglassen) einer der Eigenschaften zieht Anderung mindestens einer

weiteren Eigenschaft nach sich

Z.B.: ,nicht konvex" (Keplersche Sternpolyeder):
Facettendreiecke sind ,goldene” Dreiecke, also nicht
gleichseitig, 3 2 Kantenlangen, 3 2Typen von
Eckenfiguren (oder 3 ,Durchdringungen®).

¥ @ ¥

Zu Quadrat und gls. Dreieck 3 auch ebene Pflasterung in der euklid. Ebene; 3 also

nicht-geschlossene Versionen von (ausgearteten) Polyedern.

Mit regularen 5-Ecken 3 2D-Pflasterungen nurin der
hyperbolischen Ebene. (Aha, der Schauplatzist auch wichtig!)
Andererseits 3 2D-Mosaike auch mit nicht-regularen Polygonen.
(z.B. mit 4-Ecken und 5-Ecken) ,

[5,4]-Pflasterung

Frage: d auch (nicht notwendig geschlossene) Polyeder mit nicht-reguléaren

kongruenten Facetten ?
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http://i1.wp.com/scienceblogs.de/mathlog/files/2015/08/image11.jpg

Durchschnitt von konzentrischen
Platonischen Polyedern,
zum Beispiel ...

Bzw. Ecken abstumpfen,
Kanten abfasen,
Netz zusammenkleben

Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Archimedischer K%C3%B6rper#t/media/

Ergebnis: mehrere Typen regularer Facetten-Polygone, 3 Umkugel, 3 Kantenkugel, 1 Kantenlange,
Symmetrie-Gruppe ist die der Platonischen Kdrper, 3 ,Ecken-Transitivitat".

Aber: Sind das alle (konvex geschlossenen) Polyeder mit regularen Facettenpolygonen?
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Gerade Prismen Uber regularen Leit-
Polygonen und mit Mantelquadraten

O] [

@ @ Neve)

il

A BXK

Polyedrische Kuppeln und Doppelkuppeln

A

Eamiey

http://www.mathematische-basteleien.de/johnsonkoerper.htm

AN
%l
X

,Johnson-Polyeder® (392 Typen): Doppelpyramiden mit gls. Facetten-Dreiecken,
Prismen und Antiprismen mit aufgesetzten Pyramiden,

Py

—

Antiprismen Uber regularen Leit-Polygonen
und mit gleichseitigen Manteldreiecken

Vorauss.
konvex!
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Wenn man nicht weil3, wie die Objekte bzw. die Objekt-Klassen heil3en, sind sie im Internet schwer zu finden!
Also: Nicht nur die Platonischen Korper an die Schiler herantragen, sondern auch andere basteln lassen, der
jeweiligen Objektklasse zuordnen und benennen!

Denn: ,Was man nicht findet, gibt es offenbar nicht.”

Standard-Visualisierung
Versus

Die zweckmaldige Visualisierung ist wichtig! - Standard-Modellierung:

Dabei bt man ,,Denk-Strategien:
Man muss das zu skizzierende Objekt |

gedanklich erzeugen kénnen, es sich Johnson-Doppelpyramide versus Antiprisma
vorstellen.

Johnson-Doppelkuppeln tGber 8-Eck-Prisma
Das reale Basteln ist wichtig!

A =
Dabei bt man auch ,,Denk-Strategien®: = (kleines) Rhomben- =
Man muss vom skizzierten Objekt gedanklich einen > Kuboktaeder
,Bauplan“ machen, also sowohl ein Netz, als auch einen versus
,optimalen Schnittplan“ iberlegen. Wo braucht man = Pseudo- )
> Rhombenkuboktaeder !

Klebelaschen? (Objekt-Symmetrien helfen!) Von J.C.P. MILLER

Ein kreativer 1930(!) , entdeckt”
. . ' . “w £ kannte es schon o .
Andererseits: Kreatives ,Drauflosprobieren” fuhrt Bastelfehler? Johnson-Kérper J37

manchmal zu Gberraschenden und neuen Ergebnissen!

Leonardo da Vinci
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(Eugéne Charles Catalan:
(* 30.5.1814; T 14.2.1894)
belgischer Mathematiker)

Tetrahedral symmetry Octahedral symmetry
Archimedean Archimedean

,Dualisiere®“ Archimedische . .. o i O eoo

Polyeder, erhalte Polyeder mit Catalans Catalans

einem Typ von kongruenten
Facetten.

Icosahedral symmetry

Das ist die Lampe !!
Archimedean
- ,Dualisieren“: Nehme als Ecken des dualen Polyeders
die Mitten der regularen Facetten eines Archimedischen
Polyeders.
Catalans

Als Catalan-Facetten treten auf;

gleichschenklige und allgemeine Dreiecke, Rhomben,
Deltoide, unregelmafige (symmetrische) Fiinfecke.

0@

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.”
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Anderer Zugang:

_ Gehe von Wrfel aus, setze auf die W rfelquadrate
— Dualisieren: um 45° vgrdrehte_ quadratische Pyramiden auf. #
' Verschneidung dieser Pyramiden liefert 24-Flach mit
\ Deltoid-Facetten.
— | ——
Rhombenkuboktaeder

Miller‘s Pseudo-
Rhombenkuboktaeder

’ Ergeb'nis:

zwel verschiedene lkosi-
kai-tetraeder (24-Flache)

Vgl. die eher komplizierte Losung in
IBDG Aufgabenecke 2014/1

ZweckmalRige Aufstellung:
Wiirfel-Normalriss als Auf-
und Grundriss interpretieren.

W elche Gestalt haben die Deltoide ?
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Das kennen wir doch!

Gibt es auch Polyeder mit Facettentrapezen ?
Gibt es Polyeder mit echt allgemeinen Facetten-Vierecken ?

Bei allgemeinem Drehwinkel entstehen Vierecke mit zwei
gleichen Seiten als (kongruente) Facetten.
Bei ,halbem® Zentriwinkel als
Drehwinkel entstehen Deltoide Absurder Weise heien solche Polyeder ,Trapezoide“!
als (kongruente) Facetten. (Wikipedia spricht dabei auch noch von ,,allgemeinen”

Facetten-Vierecken®)
Bei passender Pyramidenhdhe

werden aus den Deltoiden
Rhomben.

Bei dreiseitigen Pyramiden
kdnnen aus den Rhomben sogar
Quadrate werden; das Polyeder

ist dann ein Wirfel /

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.”
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Variation der Pyramiden-H6hen: Von nicht-konvex Uber Oktaeder zu konvex, W tirfel und wieder nicht-konvex.

Pyramiden-Héhen so, dass maglichst
viele Ecken _auf ,2Umkugel”.

o

Zusammenhang mit Oktaeder Zusammenhang mit Kuboktaeder
als Ausgangs-Polyeder | als Ausgangs-Polyeder
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Einem regularen Tetraeder ,verdrehte”
Dreikant-Pyramiden ansetzen:

' ' Sonderfall , Tetraeder”im
Ergebnis: ,Deltoidal-Dodekaeder*

Ubergang von konvex zu
nicht-konvex

konvex )
hicht-konvex

Deltoidal-Dodekaeder:

Zu Tetraeder T1, = 4 Eckenvon T1, 4 Ecken
von Tetraeder T2, 6 Ecken von Oktaeder, 12

kongruente Deltoide als Facetten, 14+12-K=2 =
24 Kanten "

Sonderfall ,,Rhomben-
Dodekaeder” bei
passend gewahlter
Pyramidenhohen
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abstumpfen

abstumpfen
—— \
dualisieren verdrehte Pyramiden Pyramiden aufsetzen ?

aufsetzen
\ / \ duaI|S|eren

Symmetrische
Flnfeckes-Facetten
mit vier gleichen
Winkeln < 120°
und drei bzw. zwei
gleichen Seiten.

Pentagonhexakontaeder Pentagonikositetraeder

(Wikipedia-Figuren)
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(Wikipedia-Figuren)
abstumpfen

abstumpfen
—— \
dualisieren verdrehte Pyramiden Pyramiden aufsetzen

aufsetzen

\ X Begrindung: X /
Pyramidenaufsetzen
liefert Deltaeder-
Facetten!
Ergebnisse zeigen
unterschiedliche
Symmetriegruppe,
hingegen Dodekaeder

und (dual) Ikosaeder o
Pentagonhexakontaeder die selbe! Pentagonikositetraeder

dualisieren

Frage: pflastern diese 5Ecksfacettenauch die Ebene ?

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.” ADG, BIfEB Strobl 9.-11.11.2017



(Wikipedia-Figuren)
abstumpfen

abstumpfen
—— \
dualisieren verdrehte Pyramiden Pyramiden aufsetzen

aufsetzen

\ X Begrindung: X /
Pyramidenaufsetzen
liefert Deltaeder-
Facetten!
Ergebnisse zeigen
unterschiedliche
Symmetriegruppe,
hingegen Dodekaeder

und (dual) Ikosaeder o
Pentagonhexakontaeder die selbe! Pentagonikositetraeder

dualisieren

Frage: pflastern diese 5Ecksfacetten auch die Ebene ? Nein !
G. WEISS: ,Deltoeder, Trapezoeder u.a.” ADG, BIfEB Strobl 9.-11.11.2017




M. Stavric — A. Wiltsche: ,Origami Theater”,
IBDG 2/2016, S. 15-19

Abbildung 4: Eine Drehflache als Faltwerk. Diese Flache kann
nicht aus einem Stiick Papier gefaltet werden, sondern wird aus

Abbildung 3: Gefaltete Papiermodelle. mehreren gefalteten Béndern zusammengebaut.

Vgl. H. Stachel:,Vom Falten und Verebnen polyedrischer Figuren”, IBDG 2/2009, S. 17-21
Siehe auch , Miura-Ori”in Wikipedia,

A. Heinz: ,Faltpolyeder — eine west-6stliche Verbindung”, IBDG 2/2012, S.22-27

O. Roéschel: , Verallgemeinerte Antiprismen®, Vortrag 32. Tagung 2011

mm) Mitkongruenten Trapezen lassen sich dreh-zylindrische Formen diskretisiert modellieren.

Stavric-Wiltsche: Origami fihrt zum Problem der Verebenbarkeit, aber auch zum Problem
der zweckmaligen (,verschnitt-armen®) Anordnung der Teilpolygone.

mm)p Frage: Gibtes verschiedene (auch ,ausgeartete”) Realisierungen von Polyedern mit dem selben

Typ von kongruenten, mdglichst allgemeinen Facetten-Polygonen, die die Ebene pflastern ?

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.” ADG, BIfEB Strobl 9.-11.11.2017



Die Ebene kann mit allgemeinen Dreiecken und Vierecken gepflastert werden.

Es gibt Pflasterungen mit gewissen Fiinfecken und mit affin-reguldren Sechsecken,
mit gewissen 7-Ecken, gewissen 8-Ecken, den Voderbergschen Neunecken,

mit 12-Ecken, ..., mit fraktalen Pflastersteinen.

Gibt es dazu auch (u.U. nichtgeschlossene) 3D-Realisierungen ?

Z.B. G.W.:  Gleichflachige Tetraeder und gleichflachige
Oktaeder”, IBDG IBDG 2/2012,S5.22-27

Aufgabe 17.3 - schwierig

Einem regelmaBigen Pentagon-Dodekaeder kén-
nen funf kongruente regelmé&Bige Tetraeder ein-
geschrieben werden:

IBDG 2/2012, Aufgabe 13.1 leicht
IBDG 2/2014, Aufgabe 17.3 schwierig

Gibt es dazu eine
Pflasterung?
(Vgl. dazu auch
das ,Pentagon-
dodekaeder”)

P. Mayrhofer: ,Uber Ausnahmen unter den aus gleichseitigen Dreiecken
gebildeten konvexen Polyedern”, IBDG 1/2008,S 10-11

0. Giering: ,Polyeder mit rhombischen Seitenflachen”, IBDG 2/2010, S.27-30
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Die Ebene kann mit allgemeinen Dreiecken und Vierecken gepflastert werden.

Es gibt Pflasterungen mit gewissen Fiinfecken und mit affin-reguldren Sechsecken,
mit gewissen 7-Ecken, gewissen 8-Ecken, den Voderbergschen Neunecken,

mit 12-Ecken, ..., mit fraktalen Pflastersteinen.

Gibt es dazu auch (u.U. nichtgeschlossene) 3D-Realisierungen ?

Voderberg-Pflaster

Beispiele von Pflasterungen mit Polygonen

/

7-Eck-Pflaster

N

/

4-Eck-Pflaster 5-Eck-Pflaster 6-Eck-Pflaster 8-Eck-, 12-Eck-Pflaster
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Eine Art ,Kairo-Pflasterung”

Eine Art ,Voderberg-Pflasterung”

Was kann man damit

fur Polyeder basteln?

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.”
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K. Wohlhart: ,Cyclic polyhedraand linkages

derived therefrom®”.

Mechanism and Machine Theory 108 (2017),

142-159

Fig. 18. The lower part of the irregular dodecahedron together with the frame of the upper part.

Hier: ein ,Pentagon-Dodekaeder mit
Umkugel”. Allerdings sind die Facetten-

Finfecke nicht kongruent!

1 Moglichkeit

des Anfiigen
sinnvolf

N/

a=114,3°
y = 131,4°

2 Moglichkeiten
es Anfligens!
!

\\
SR
N

Strategien: a) Modellbau
probieren, Moglichkeiten, bei
denen offensichtlich nicht weiter
gebaut werden kann, scheiden
aus.

b) Es gibt 625
verschiedene Maoglichkeiten,
,Ecken” zu bilden. Kann man die
Zahl systematisch einschranken?
(etwa mit Hilfe von a), bzw.
welche Winkeltripel scheiden
aus?)

c) Erfolg versprechen-
de ,,Ecken” testen, ob tberall (!)
weitergebaut werden kann.
(Symmetrien ausnutzen; z.B. ist

die Ecke aag in der Figur eine
brauchbare Eckenfigur.)

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.”
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Regelmalliges Aneinanderfigen mit aaa ... liefert
einen Pyramidenstumpf.iber (reg.) n-Eck

Im Fall eines quadratischen
Stumpfs passt ein kongruentes
Gegenstick (verdreht) darauf.

=T
e R

regelmaniges Aneinanderfiigen der Finfecke mit La L a L « ...
liefert die (diskretisierte) Verebnung einer Schraubtorse.

Mit einem geeigneten
: Gegenpart kann man
G ) SRR daraus auch ein

' /. ,diskretisiertes
Schraubgewinde®

basteln.

Gratlinien-
Verebnung

Aber:

Ergebnis ist ein aus
Ubereinander getirmten
Doppelstimpfen
zusammengesetztes
Polyeder.

4 Gibt es auch
geschlossene
Polyeder ?

G. WEISS: , Deltoeder, Trapezoeder u.a.”
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Hier: Diskrete Schaubungen mit Drehwinkel 120°. Facetten sind nicht-konvexe Flinfecke

Zum Unterschied von drehzylindrischen Modellen
(Stavric-Wiltsche) sind diese Modelle starr!
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Das war‘s schon!

Danke !
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